Kapitel 10

Wavelets
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It is hardly an exaggeration to say that we will introduce almost

as many analysis algorithms as there are signals ... signals are so

rich and complex that a single method ... cannot serve them all.
Yves Meyer

Examining a few trees should give us a good feeling for the forest

of wavelet transforms.
James S. Walker
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Motivation (1)

Bei Fourier oder DCT wird angenommen, dass die Wellen unterschiedlicher
Frequenz liberall im Bild existieren. Meistens gibt es allerdings Bereiche, wo
niedrige Frequenzen vorherrschen, und solche, wo kleine detailreiche
Strukturen durch hohe Frequenzen reprasentiert werden.

Im obigen Extrembeispiel werden Wellen hoher Frequenz nur an den Kanten
des Quadrats bendtigt, um den abrupten Wechsel von schwarz nach weiss zu
modellieren. Es sind aber eine groBe Anzahl von ausgleichenden Wellen
erforderlich. lhr einziger Zweck besteht darin, dafiir zu sorgen, dass nach
Summierung aller Wellen das Resultat an allen Stellen mit Ausnahme der
Kante konstant ist.
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Motivation (2)

GroBer Nachteil von Fourier/DCT:
Basisfunktionen besitzen einen unendlichen Support im Ortsraum

® Mangelnde Effizienz in der Reprasentation

® Verlust jeglicher Ortsinformationen

® Operationen im Frequenzraum koénnen nicht auf bestimmte Gebiete im
Ortsraum beschrankt werden
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Motivation (2)

GroBer Nachteil von Fourier/DCT:
Basisfunktionen besitzen einen unendlichen Support im Ortsraum

® Mangelnde Effizienz in der Reprasentation
® Verlust jeglicher Ortsinformationen

® Operationen im Frequenzraum konnen nicht auf bestimmte Gebiete im
Ortsraum beschrankt werden

Analog Fourier/DCT stellt Wavelet-Transformation ein Signal /Bild als lineare
Kombination von Basisfunktionen unterschiedlicher Frequenzen dar

Wavelets (Basisfunktionen der Wavelet-Transformation) besitzen nur 6rtlich
beschrankten Support

Kapitel 10 *Wavelets” — p.3/45



1-level Haar-Transformation (1)

Haar-Wavelets gehoren zu den einfachsten Wavelets und bilden die

Basisfunktionen der Haar-Transformation

1-level Haar-Transformation:

Annahme: 1D Signal f von Lange N = 2"
1-level Haar-Transformation fiir f = (x1,x2,...,2N):

=5 (a' ] dY)

wobel
= (331 + Ty T3+ T4 TN-1 +96N)
V2oV V2
L1 — T2 X3 — T4 IN—-1 — LN

' =

al bzw. d! wird als Trend bzw. Details bezeichnet
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1-level Haar-Transformation (2)

Beispiel:
f = (9,7 3,5
L (16 8)
RN NG
L (22

Transformation H; ist umkehrbar, d.h. Rekonstruktion von f aus (a',d")

al = (a1, ..., ans2)

d" = (di, ..., dnj2)

;o= (a1+d1 a; — dy ans2 +dn/o aN/z—dN/z)
V2o V2T V2 oo V2
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1-level Haar-Transformation (3)

Eigenschaft (Small Fluctuations Feature):
Details d! haben in der Regel wesentlich kleinere Werte als Trend a!

Begriindung: Kontinulierliches Signal f mit sehr kleinem Zeitabstand zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Messungen, d.h. zp ~ 11 —

L2;—1 — T24

diz ~ 0
V2

0 = T2i—1 + T2 \/53322-
V2

!

!

Trend a' hat dieselbe Form wie f (WertvergroBerung um Faktor v/2 bei
Halbierung der Lange)
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1-level Haar-Transformation (4)

Beispiel: a) Signal f; b) 1-level Haar-Transformation

] |
05 '1 0.5
0 0
05 U 05
b 1

0 025 05 075 1 0 02 05 075 I

(a) (b)

Diese Eigenschaft gilt fiir alle Wavelet-Transformationen und bildet die
Grundlage fiir entsprechende Operationen zur Signalverarbeitung
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1-level Haar-Transformation (5)

Erhaltung der Energie:

Energie eines Signals f = (z1,x2,...,2N) wird definiert als:
Ey = af+as+- - +ay

Wichtige Eigenschaft der (1-level) Haar-Transformation: Energie durch die
Transformation nicht verandert

Begriindung: Energie von (a'! | d')

ai +---+ a?m +di4+ dm

(961-|-CE2) 4 (r1—72)" 902) R (TN — 12-|-IL‘N) 4 (TN — ; ~N)?

1 +332+ +5’/’N—1 +ay
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1-level Haar-Transformation (6)

Verdichtung der Energie:

Bei gleich bleibender Summe wird die Energie neu verteilt

Beispiel: / = (9,7,3,5), o' = (1. %), &' =(Z —3)
En = (5)°+(55)? = 160
Eqp = (HF)P+(-5)° =4
Eua+En = Ey = 164

- - 1. 160 _
Energieanteil von a': 357 = 97.6%
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1-level Haar-Transformation (6)

Verdichtung der Energie:

Bei gleich bleibender Summe wird die Energie neu verteilt

Beispiel: f = (9,7.3.5), a' = (35, J5). d' = (% —%)
En = (5)°+(55)? = 160
Ep = (H)P+(-%) =14
Ea+Eyn = Ey = 164

: - 1. 160 _
Energieanteil von a™: 355 = 97.6%

Beispiel: Signal f auf Folie 7
E,=127.308, E, =127.305, Ez; = 0.003
Anteil von E,1 an Gesamtenergie: 99.998%

Haar-Transformation bewirkt Verschiebung des Hauptanteils der
Gesamtenergie in Trend a' (Verdichtung der Energie/Information)
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Multiple-level Haar-Transformation (1)

2-level Haar-Tranformation aus Anwendung der 1-level Haar-Transformation

an al:

22 (a? | d? | dY)

wobel
= (o' | d)

al Ha, (a2 | d2)
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Multiple-level Haar-Transformation (1)

2-level Haar-Tranformation aus Anwendung der 1-level Haar-Transformation

an al:

=% (a* | d” | d")

wobel

2 (at | dY)

al Ha, (a2 | d2)

Beispiel: f = (9,7,3,5), o' = (1, %), &' = (%, -5
a? = (12)
? = (4)
Ho

Maximal n-level Haar-Transformation fiur N = 2™
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Multiple-level Haar-Transformation (2)

Beispiel: f = (4,6,10,12,8,6,5,5)

1 _ (10 22 14 10 1 _ 2 2 2
a _(\/57 V2 V2 \/5)7 d _(_ﬁ7 V2 V2! 0)
a? = (16, 12), d*? = (-6, 2)
a’gz(%)a d?):(\/ig)
D.h.
(@@ | d? ] dY
28 4 2 2 2
— _67 2 T =y ) 70
oA BV RRVARV
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Multiple-level Haar-Transformation (3)

Auch bei multiple-level Haar-Transformation bleibt Energie unverandert. Mit
zunehmender Anzahl von Levels setzt sich Verdichtung fort.

Beispiel: a) Signal; b) 2-level Haar-Transformation; c)4d) kumulative Energie

r—{le—

15

0.75

-0.75

-1.5

0 0.5 1 1.5 2

{al

1] 0.6 1 1.5
c)

1.5

0.5

—-0.5

[1.5

0.75

-0.75

{b}

0.5

1.5

1.5

1.5

f[

0.5

{d)

0.5

1.5

0.5
2

Kumulative Energie eines Signals
f = ($1,ZC2,. . .,ZCN)Z

N—1
2
2 x4 22 Z v
( 1 Y 1 2 YA | Z:1 Y 1)
Ey By Ey

Haar-Transformation bewirkt eine
Konzentration der Gesamtenergie
in a2
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Haar-Wavelets (1)

1-level Haar-Wavelets:

1 1
wl = (==, ——,0,0,...,0,0
1 1
w. = (0,0, —, ——, ..., 0,0
1 1
wi,., = (0,000, ..., —, ——
N/2 ( \/i \/ﬁ)
Ws,..., W}V/z: verschobene Versionen von W (Diese Wavelets haben nur

einen beschrinkten Support von zwei Zeiteinheiten)

Kompakte Darstellung von Details d!:

d' = (fW1, fW3, ..., [Wi),)
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Haar-Wavelets (2)

Small-Fluctuations-Feature Eigenschaft:

Falls ein Signal f iliber dem Support eines 1-level
Haar-Wavelets W (annihernd) konstant ist, dann

ist der entsprechende Wert in Details d!, fW,lg,
(anndhernd) null.

Vgl. weitergehende Aussage bei Daubechies-Wavelets
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Haar-Wavelets (3)

Aus sog. Skalierungsfunktionen:

1 1

Vi = , —, .., 0,0
Vy = (0,0 . 0, 0)

2 ’ ) \/57 \/57 R y

1 1

Vi, = (0,0,0 0, ..., —,
N/2 ( \/i \/i)
ergibt sich kompakte Darstellung von Trend a':
= (fV1, [Va -, [Vip)
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Haar-Wavelets (4)

Es existiert dhnliche kompakte Darstellung fiir jede multiple-level Haar-Transformation! Z.B.
fiir 2-level Haar-Transformation:

a®* = (fVi, V5, o fVR,)
0 1 11 1
vi = (=, -,-,-,0,0,0,0,...,0,0, 0, 0)
2’ 2727 2
0 1 11 1
Vs = (0,000, =, =,=, =, ..., 0,0, 0, 0)
2’ 2727 2
1 11 1
V2 - 07 07 07 07 07 07 07 07"'7_7 a’a’ o
N/4 ( 2’ 279 2)
und
¢ = (fW3, fW35, ..., fW))
1 1 1 1
w? = (-, =,—=, —-=,0,0,0,0,...,0, 0,0, 0)
2" 27 27 2
1 1 1 1
w: = (0,000, =, =,—, ——, ..., 0, 0, 0, 0)
2”27 27 2
W32 — (0,0,0,0,0,0 00 L1 1 L
N/4 - ( )y Yy Yy Uy Uy Uy Uy Uy "'757 57_57 _5)

wobei W1, W3, ..., W3, /4 die 2-level Wavelets sind
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Haar-Wavelets (5)

Rekonsiruktion aus 1-level Haar-Transformation:

o= (al +di ay —dy an/2 + dN/2 aN/2 — dN/2)
_ a;  ap an/2 CLN/Q) ( di  di dn/2 _CLN/2)

= (aVi+-+anVig) + ([dWi+-+dysWy),)
= (fV%)V%+"'+(fV}V/2)V}V/2+(fW})W}+"'+(fW}V/2)W}V/2

Ve Ve

Al D1

— A1—|—D1
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Haar-Wavelets (6)

Wichtig: V1, V5,..., Ve W1, Wy, ..., Wy, bilden einen vollstindigen
Satz von orthonormalen Basisfunktionen im N-dimensionalen Raum

Vi Vi=0, W; W;=0, i#j; V;-W;=0
Vil=w;|=1

Sie spannen zusammen ein neues Koordinatensystem auf. Die 1-level

Haar-Transformation liefert die Koordinaten (a',d') von f in diesem neuen
Koordinatensystem.
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Haar-Wavelets (6)

Wichtig: V1, V5,..., Ve W1, Wy, ..., Wy, bilden einen vollstindigen
Satz von orthonormalen Basisfunktionen im N-dimensionalen Raum

V,-Vi=0, W; W.=0, i#j V- -W,=0
Vil=w;|=1

Sie spannen zusammen ein neues Koordinatensystem auf. Die 1-level
Haar-Transformation liefert die Koordinaten (a',d') von f in diesem neuen
Koordinatensystem.

Beispiel: f = (4,6,10,12,8,6,5,5)

10 22 14 10 2 2 2
alz( ) ) ) )7 dl:(_—7 o ) ) O)
V2 V2 V2 V2 V2§ V2 V2
Deshalb gilt:
0., 22, 4., 10., 2., 2 . 2 .
= Vi +=Vi+—Vift V- —_Wi- Wi+ -—_W
f \/5 1 \/5 2 \/5 3 \/5 4 \/5 1 \/5 2 \/5 3
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Haar-Wavelets (7)

Rekonstruktion aus 2-level Haar-Transformation

fo2 @ dY

f _ A2 1 D24 pt
D' = (JWHWI+(WHWE+ -+ (FWh )W,
D? =  (fWHWE+ (FWHWE + -+ (FW2, )W,
A2 = (fVHVEL(FVHVE+-+ (Ve OVE

Analog sind die N Vektoren:
Vi Vvi ... V2

N/4
2 2 2
Wi W3, W3,
1 1 1
Wi Wi, Wi,

orthonormal und spannen ein neues Koordinatensystem im N-dimensionalen Raum auf. Die
2-level Haar-Transformation liefert die Koordinaten (a?,d?,d') von f in diesem neuen
Koordinatensystem.
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Haar-Wavelets (7)

Rekonstruktion aus 2-level Haar-Transformation

Hy

fo=> (@®|d*|d")

f _ A2 + D2 4+ D!
D' = (fWDWi+(WHWi+ -+ (W o)Wy 5
D> = (fWHWI+ (fWHWS +--- + (W3 ,,)Wa 4
A2 = (fVHVI+H(fVHVI+---+ (fVN/4)VN/4

Analog sind die N Vektoren:
Vi Vvi ... V2

N/4

2 2 2
Wi W3, W3,

1 1 1
Wi Wi, Wi,

orthonormal und spannen ein neues Koordinatensystem im N-dimensionalen Raum auf. Die
2-level Haar-Transformation liefert die Koordinaten (a?,d?,d') von f in diesem neuen
Koordinatensystem.

Rekonsiruktion aus n-level Haar-Transformation
f:An—I—Dn—i—Dn_l—|— —|—D2—|—D1
A (an[drdnml ) e [ d2 | dY)
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Haar-Wavelets: Anwendungen fiir Audiosignale (1)

Kompression:

Dank Energieverdichtung
kann ein Signal f ohne
viel Verlust durch klei-
ne Anzahl m (<< |f])
von Koeffizienten  der
Haar-Transformation wie-
dergegeben werden (alle
Koeffizienten kleiner als
ein Schwellwert auf null
gesetzt)

Beispiel: a) Signal f, |f| =
1024; b) 10-level Haar-
Transformation; c) kumula-
tive Energie; d) 20:1 Kom-
pression, 100% Energieer-
haltung

(a)

10

15

20

1.01

1.005

0.995

(c)

10

15

0.99
20

I
||’ = [ ] 0
2
A
0 5 10 15 20
()
4
- |2
s, Ay Bt — U
- -2
-4
5 10 15 20
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Haar-Wavelets: Anwendungen fiir Audiosignale (2)

Beispiel: a) Signal f, |f| = 4096; b) 12-level Haar-Transformation; c)
kumulative Energie; d) 10:1 Kompression, 99.6% Energieerhaltung

2 4
1 2
i) il g
\/\/\/\/\'_’Wlﬂ o i 0
-1 -2
2 4
0 0.5 1 1.5 2 ] 0.k 1 1.5 2
{a) {b}
1.01 2
1.005 1
0.995 ik 1
0.99 -2
1] 0.5 1 1.5 2 1] 0.5 1 15 2

{c) {d)

Faustregel: >99.99% Energieerhaltung nétig fiir akzeptable Wiedergabe
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Haar-Wavelets: Anwendungen fiir Audiosignale (3)

Kompressionsverfahren:

® \Wavelet-Transformation durchfiithren

® alle Koeffizienten kleiner als ein Schwellwert auf null setzen und
ignorieren

® das sog. significance map erstellen (binar!)

® alle beibehaltenen Koeffizienten + significance map geeignet
abspeichern

® Riicktransformation
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b |

= Haar-Wavelets: Anwendungen fiir Audiosignale (4)

b |

» 4 4
b |

E Glattung von Audiosi- wamior |3 5
- gnalen: e

- Alle Koeffizienten der Haar- = =ven e e s Yieopiria o
- Transformation kleiner als i

- ein Schwellwert werden auf & 2 Z
- null gesetzt 4 4
- 0 5 0 15 20 0 8 0 15 20
=  Beispiel: a) Signal f, |f| = “ . i \
3 1024; b) 10-level Haar-

» Transformation; c) kleine 2 =y
B Koeffizienten werden auf ‘ ‘ ' | S

: null gesetzt; d) geglattetes |‘ RN i ‘ ! TR
_ Signal . _ :
b |

» 0 5 0 15 2 0 5 0 15 2
- (c) (d)

b |

L |

L |
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Haar-Wavelets: Anwendungen fiir Audiosignale (5)

Beispiel: a) Signal f, |f| = 4096; b) 12-level Haar-Transformation; c) kleine
Koeffizienten werden auf null gesetzt; d) geglattetes Signal

.
1
§
g 1A
LR
E%rj"‘r.'”ﬁ ég%ﬁw&aﬂ
Y
vy
1
2
0 0.5 1.5 2
la)
4
2
s 0
2
4
0 0.5 1.5 2
[cl

0 0.5 1.5
(b)
0 0.5 1.5
(d)
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Daubechies-Wavelets: Daub4-Transformation (1)

Unterschied Daubechies / Haar-Wavelets: Definition der Basisfunktionen
(Daubechies-Wavelets besitzen gréBeren Support = starkere Verdichtung
der Energie)

Daub4-Transformation:

a' = (fV1, fVa .o, Vi)
d' = (fW1, fW3, ..., [Wi)

Skalierungsfunktionen:

V% = (o1, a9, as, a4, 0, 0, ..., 0, 0)

V% — (07 07 aq, 2, 3, (4, O, O, ce e O, O)
V]1V/2—1 — (07 07'°°7 07 a1, G2, (3, 044)
V}V/2 — (Ckg, Oy, 07 07'°°7 07 a1, CV2)

_ __ 34+V3 _ 3—+3 _ 1—+/3
L= 35 X2T Lm0 MWT 50 MT 05
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Daubechies-Wavelets: Daub4-Transformation (2)

1-level Daub4-Wavelets:

W% — (617 627 ﬁ37 647 07 07 c ey 07 O)
W% — (07 O? 517 527 537 547 Oa O, I O, O)

W}\f/2—1 — (07 0,..., 0, 617 627 637 64)

W}\f/2 — (ﬁ37 647 O O < 07 617 62)
_ 1-+3 _ V/3— _ 3+V3 _ —1-v3
5 42 5 4\/5 ’ 53 — 42 0 54 = W

Vektoren V1, V5, ..., Vo, Wi, Wy, ...,Wy, bilden einen vollstindigen
Satz von orthonormalen Basisfunktionen im N-d Raum

— neues Koordinatensystem; 1-level Daub4-Transformation liefert
Koordinaten (a',d') von f im neuen Koordinatensystem
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Daubechies-Wavelets: Daub4-Transformation (3)

Eigenschaft:
Br1+P2+P3+0s =0
061+ 162+ 263+ 364 = 0

Dies fiihrt zu:

Small-Fluctuations-Feature Eigenschaft:
Falls ein Signal f iliber dem Support eines 1-level Daub4-

Wavelets W, (annihernd) linear ist, dann ist der entspre-
chende Wert in Details d', fW, (annihernd) null.

Kapitel 10 “Wavelets” - p.27/45




Daubechies-Wavelets: Daub4-Transformation (3)

Eigenschaft:
Br1+P2+P3+0s =0
061+ 162+ 263+ 364 = 0

Dies fiihrt zu:

Small-Fluctuations-Feature Eigenschaft:
Falls ein Signal f iliber dem Support eines 1-level Daub4-

Wavelets W, (annihernd) linear ist, dann ist der entspre-
chende Wert in Details d', fW, (annihernd) null.

Fortsetzung des Verdichtungsprozesses mit a' analog Haar:

25 (@ | @ | d)

ql Pu (a2 | d?)
In diesem Verdichtungsprozess bleibt die Energie unverandert, d.h.

Ef — E(a1|d1) — E(a2|d2|d1) — s
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Daubechies-Wavelets: Daub4-Transformation (4)

Beispiel: a) 2-level Haar-Transformation; b) 2-level Daub4-Transformation;
c)-+d) kumulative Energie

1.5 1.5
0.75 0.75
| 0 ;

0.75 0.75
1.5 -1.5

0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2

(al {b)
1.002 1.002
1.001 1.001
1 1
0.999 0.999
0.998 0.998

0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 pi

{c) {d)
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Daubechies-Wavelets: Daub6-Transformation (1)

;o (]
a' = (fV1, fVy .oy Vi)
d' = (fW1, fWy, ... W)

Skalierungsfunktionen:

1
V1 — (ab a2, 3, G4, 5, Og, 07 07 SRR 07 O)

1
V2 (07 07 a1, @2, 3, 4, @5, Og, 07 07 I 07 O)

V}V/2_2 = (0, 0,..., 0, a1, s, a3, a4, a5, ag)
V}V/Q_l = (a5, ag, 0, 0,..., 0, a1, az, asz, a4)

V}V/Q = (a3, a4, a5, ag, 0, 0,..., 0, a1, a2)

a1 = 0.332670552950083, o = 0.806891509311092

a3z = 0.459877502118491, a4 = —0.135011020010255

as = —0.008544127388200267, ag = 0.00352262918857095
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Daubechies-Wavelets: Daub6-Transformation (2)

1-level Daub6-Wavelets:

W% — (617 627 637 ﬁ47 657 667 07 07 sy O, O)
W% — (07 07 617 627 637 547 657 667 07 07 SR 07 0)

Wijas = (0,0,..., 0, B1, B2, Bs, Bu, B5, Bs)

Wit = (Bs Be, 0, 0,..., 0, B1, B2, B3, Ba)

Wi = (B3, B, Bs, B6, 0, 0,..., 0, Bi, Bo)

51 = O, 52 = —0Ox5, 53 = Q4, 54 = —Qs, @5 = — (02, @6 = —O

Vektoren V1, V5, ..., Vo, Wi, Wy, ...,Wy, bilden einen vollstindigen
Satz von orthonormalen Basisfunktionen im N-d Raum

— neues Koordinatensystem; 1-level Daub6-Transformation liefert
Koordinaten (a',d') von f im neuen Koordinatensystem
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Daubechies-Wavelets: Daub6-Transformation (3)

Eigenschaft:

Bi+0B2+B3+084+085+08 = 0
081 + 1082 + 203 + 3061 + 4085 +508s = 0
02031 + 1232 + 2285 + 328, + 4285 +5%6 = 0

Dies fiihrt zu:

Small-Fluctuations-Feature Eigenschaft:
Falls ein Signal f iliber dem Support eines 1-level Daub6-

Wavelets W (anndhernd) quadratisch ist, dann ist der
entsprechende Wert in Details d', fW ., (annihernd) null.
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Daubechies-Wavelets: Daubb-Transformation (4)

Beispiel: a) Signal; b) Details d* nach 1-level Daub4-Transformation; c)

Details d! nach 1-level Daub6-Transformation; b)+c): 2fach in der Linge
gestreckt und 1000fach in der Hohe vergroBert.

eI

0.5 1 1.5 2
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Daubechies-Wavelets: Coiflets (1)

Ausgehend von einer ldee von Coifman von Daubechies entwickelt.
Das Einfachste dieser Reihe (Coif6):

Cey, (a' | db)
al = (fVy, fVg, ..., fV}V/2)
d' = (fW1, fW3, ..., fWi)

Skalierungsfunktionen:

1

Vl — (043, a4, 05, Og, 07 07 cee 07 aq, 042)
1

vV, = (a1, as, asz, a4, as, ag, 0, 0, ..., 0)
1

Vi = (0, 0, a1, ag, as, ag, as, ag, 0, 0, ..., 0)
1

VN/2 — (045, g, 07 07'”7 07 a1, 0o, 3, CV4)
17 54T 14427

a1 = 16\/5\/’_ Q2 = 16\/5\}_ a3 = 16\/5\/_
 14—27 1T 347

(4 16v2 @ X T g @6 16v/2
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Daubechies-Wavelets: Coiflets (2)

1-level Coif6-Wavelets:

W% — (637 647 657 ﬁGa 07 07 sy 07 ﬁla 62)
— (617 627 637 547 657 667 07 07 S O)
Wi]é — (07 07 617 627 537 547 657 667 07 07 SRR O)

3
|

W}V/Z — (ﬁ57 667 07 07'°°7 07 617 ﬁ27ﬁ37 ﬁ4)
ﬁl — QOg, 52 = —0xp, 63 — Q4, 64 — —Qa3, 55 — —Q2, 56 = —7

Vektoren V1, V5, ..., Vi, Wi, Wy, ..., Wy, bilden einen vollstindigen
Satz von orthonormalen Basisfunktionen im N-d Raum

— neues Koordinatensystem; 1-level Coif6-Transformation liefert die
Koordinaten (a',d') von f im neuen Koordinatensystem
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Daubechies-Wavelets: Coiflets (3)

Eigenschaft:

Bi+PBa+PB3+Ps+ B+ 08 = 0
081 + 182 + 2083 + 3064 + 4085 + 5066 = 0

Dies fiihrt zu:

Small-Fluctuations-Feature Eigenschaft:

chende Wert in Details d', fW, (annihernd) null.

Falls ein Signal f iiber dem Support eines 1-level Coif6-
Wavelets W (annihernd) linear ist, dann ist der entspre-

Beziiglich dieser Eigenschaft sind Coif6-Wavelets vergleichbar mit den

Daub4-Wavelets

Der Trend a' approximiert das eigentliche Signal f besser als der a'-Trend

der Daub4-Wavelets
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Daubechies-Wavelets: Anwendungen fiir Audiosignale (1)

Kompression von Audiosignalen: vgl. Folie 21

Beispiel: a) Signal f, |f| = 4096; b) 12-level Coif30-Transformation; c)
kumulative Energie; d) 32:1 Kompression, 99.99% Energieerhaltung

2 2
1 1
il
\/\/\/Wm\nmw««mm : :
1 -1
-2 : -2
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 15 v
{al {b)
1.01 2
1.005 1
A i
( 1 Jb(\j\wwwwﬁm
0.995 -1
i
0.89 -2
a 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2

(c) (d)
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Daubechies-Wavelets: Anwendungen fiir Audiosignale (2)

Glattung von Audiosignalen: vgl. Folie 24

Beispiel: a) Signal f, |f| = 4096; b) 12-level Coif30-Transformation; c)
kleine Koeffizienten werden auf null gesetzt; d) geglattetes Signal

2 2
1 1
£ 1
.1
i J ,glu; .L4
wg Ik!J W“q:,[ HE 0 0
1 -1
-2 -2
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
(a} (b)
2 2
1 1
m
" \/\mew
3 -1
) -2
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2

{c)

(d)
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2D Wavelet-Transformation (1)

Annahme: BildgroBe N x N = 2™ x 2"

1-level Wavelet-Transformation:

® Durchfiihrung einer 1-level, 1D Wavelet-Transformation an jeder Zeile
des Eingabebildes

® Durchfiihrung derselben 1-level, 1D Wavelet-Transformation an jeder
Spalte des aus dem vorigen Schritt resultierenden Bildes

Das folgende Diagramm zeigt schematisch die Zerlegung, wobei L fiir den mit
dem TiefpaB gefilterten Bereich (Trend) steht and H den HochpaB gefilterten
Anteil (Details) bezeichnet. Im Bereich HL z.B. werden zuerst die Zeilen mit

einem HochpaB und dann die Spalten mit einem Tiefpal3 gefiltert.

LL HL

LH HH

Kapitel 10 *Wavelets” — p.38/45



2D Wavelet-Transformation (2)

Multiple-level Wavelet-Transformation:

Die Unterteilung in LL, HL, LH und HH ist die erste Iteration der Zerlegung
eines 2-dimensionalen Bildes. Wie auch im 1D-Fall werden die weiteren
Iterationen nur am TiefpaBanteil (LL) vollzogen. Es ist in der Literatur dblich,
die einzelnen gefilterten Bereiche mit der lterationsnummer zu versehen. Dies
wird im untenstehenden Diagramm fiir den Fall der abgeschlossenen 3.

lteration gezeigt.

LL3|HL3
HL2
LH3|HH3
HL1
LH2 HH2
LH1 HH1
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2D Wavelet-Transformation (3)

Beispiel: 2D Haar-Transformation

Original 1-level

2-level 3-level

Visualisierung von Trend und Details erfolgt getrennt, jeweils durch lineare
Abbildung ins Intervall [0,255]
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Bildkompression (1)

Wavelet-Transformation bildet die Grundlage fiir eine Reihe von
Kompressionsverfahren, z.B. der neue Standard JPEG 2000

Source Encoder:

Wavelet ~ : ~ Symbol *
f(z,y) Transform | Quantizer g Encoder F(z,y)
Source Decoder:
F*(z,y) — Symbol > Inverse - f(:c )
’ Decoder Wavelet Transform Y
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Bildkompression (2)

Beispiel:

JPEG (0.22bpp) Wavelet-Transformation (0.22bpp)
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Wavelet Paket Transformationen (1)

Wavelet-Transformation:

® Filterung rekursiv auf Tiefpasskanal (Trend) angewendet

® Hochpasskanal (Details) liefert Wavelet-Koeffizienten (nicht weiter
verarbeitet)

Ist es in irgendeiner Hinsicht sinnvoll, auch den Hochpasskanal in den
Filterungsprozess einzubeziehen? =—> sog. Wavelet Paket Transformationen

Haar Wavelet Paket Transformation (\Walsh-Transformation):
m-level Walsh-Transformation wendet 1-level Haar-Transformation auf alle
Subsignale der (m — 1)-level Walsh-Transformation an

;o= ()
f ™ (aalad|da|dd); a2 (aa|ad), d 25 (da | dd)
LN (aaa | aad | ada | add | daa | dad | dda | ddd)

aa 2 (aaa | aad), ad A, (ada | add)

da 2% (daa | dad), dd 2 (dda | ddd)

oooooo
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Wavelet Paket Transformationen (2)

Beispiel: f = (2,4,6,8,10,12,14,16)

Woalsh-Transformation:

Fo (B3VE, TVR 11V2, 15V2 | - V2, V2, V2, —V2)
f — (10, 26\ — 4, —4| — 2, —2\0, O)
foos (18V2] —8V2| —4v2 (0] —2v2[0]0]0)

Haar-Transformation:

FoES (3v2, TV2, 11V2, 15V2 | — V2, —V2, V2, —V2)
Fo2 (10, 26 —4, —4| — V2, V2, V2, —V/2)
f ﬂ (18\/5‘_8\/§|_47 _4‘_\/57 _\/57 _\/57 _\/i)

Eigenschaften der Walsh-Transformation (Wavelet Paket Transformation):
® Erhaltung der Energie

® tendenziell bessere Verdichtung der Energie als Haar-Transformation
(Wavelet-Transformation)
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Wavelet Paket Transformationen (3)

Kompression von Fingerabdricken:

Ein typischer Datensatz umfasst u.a.: 1) zehn Fingerprints; 2) zwei Handprints =—>
Insgesamt etwa 10MB

FBI: JPEG ungeeignet fiir Kompression von Fingerabdriicken

1992 Entwicklung von WSQ (Wavelet Scalar Quantization, auf Wavelet Paket
Transformationen basierend)

JPEG (C, = 12.9) WSQ (C, = 12.9)
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Wavelet Paket Transformationen (3)

Kompression von Fingerabdricken:

Ein typischer Datensatz umfasst u.a.: 1) zehn Fingerprints; 2) zwei Handprints =—>
Insgesamt etwa 10MB

FBI: JPEG ungeeignet fiir Kompression von Fingerabdriicken

1992 Entwicklung von WSQ (Wavelet Scalar Quantization, auf Wavelet Paket
Transformationen basierend)

JPEG (C, = 12.9) k
Beispiel: Bei einem Fingerabdruck hat sich ergeben

Wavelet (4-level Coifl8): 0.77 bpp;  W. Paket (4-level Coif18): 0.49 bpp

Verwendung der Wavelet Paket Transformation fiihrt zu Verbesserung von 36%
gegeniiber Wavelet-Transformation

Kapitel 10 “Wavelets” — p.45/45



	centerline {color {red}{large Kapitel 10}}
	Motivation (1)
	Motivation (2)
	1-level Haar-Transformation (1)
	1-level Haar-Transformation (2)
	1-level Haar-Transformation (3)
	1-level Haar-Transformation (4)
	1-level Haar-Transformation (5)
	1-level Haar-Transformation (6)
	Multiple-level Haar-Transformation (1)
	Multiple-level Haar-Transformation (2)
	Multiple-level Haar-Transformation (3)
	Haar-Wavelets (1)
	Haar-Wavelets (2)
	Haar-Wavelets (3)
	Haar-Wavelets (4)
	Haar-Wavelets (5)
	Haar-Wavelets (6)
	Haar-Wavelets (7)
	Haar-Wavelets: Anwendungen f"ur Audiosignale (1)
	Haar-Wavelets: Anwendungen f"ur Audiosignale (2)
	Haar-Wavelets: Anwendungen f"ur Audiosignale (3)
	Haar-Wavelets: Anwendungen f"ur Audiosignale (4)
	Haar-Wavelets: Anwendungen f"ur Audiosignale (5)
	Daubechies-Wavelets: Daub4-Transformation (1)
	Daubechies-Wavelets: Daub4-Transformation (2)
	Daubechies-Wavelets: Daub4-Transformation (3)
	Daubechies-Wavelets: Daub4-Transformation (4)
	Daubechies-Wavelets: Daub6-Transformation (1)
	Daubechies-Wavelets: Daub6-Transformation (2)
	Daubechies-Wavelets: Daub6-Transformation (3)
	Daubechies-Wavelets: Daub6-Transformation (4)
	Daubechies-Wavelets: Coiflets (1)
	Daubechies-Wavelets: Coiflets (2)
	Daubechies-Wavelets: Coiflets (3)
	Daubechies-Wavelets: Anwendungen f"ur Audiosignale (1)
	Daubechies-Wavelets: Anwendungen f"ur Audiosignale (2)
	2D Wavelet-Transformation (1)
	2D Wavelet-Transformation (2)
	2D Wavelet-Transformation (3)
	Bildkompression (1)
	Bildkompression (2)
	Wavelet Paket Transformationen (1)
	Wavelet Paket Transformationen (2)
	Wavelet Paket Transformationen (3)

