FACH Fachbereich Grundlagenwissenschaften
Ho c H | Gritzmann/Puhl

SCHULE | Vorbereitungskurs Mathematik
JENA fUr Ingenieurstudiengénge

Verwendete Symbole aus M engenlehre und L ogik

A={ b Klammer umfasst die Elemente einer Menge.

xeA x ist Element der Menge A.

AcB Aist Tellmenge von B.

ANB Durchschnittsmenge von A und B

AUB Vereinigungsmenge von A und B

A\B Menge aller Elemente von A, die nicht auch zu B gehéren
R,Q,Z,N Menge der redllen, rationalen, ganzen, natlrlichen Zahlen
PAQ pundq

pVva p oder q

p=q Ausp folgt g.

p<=>q p gilt genau dann, wenn g gilt. (p und q sind &quivalent.)

1. Einfaches Rechnen mit Zahlen und
Zahlengrol3en

1.1 Reelle Zahlen

Zur Mengeder ganzen Zahlen Z = {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} ist keine Bemerkung erforderlich.
In ihr kann man uneingeschrankt addieren, subtrahieren und multiplizieren.
Beachte: Das Produkt aus zwei negativen Zahlen ist positiv!

Das Produkt aus einer positiven und einer negativen Zahl ist negativ!

Das Produkt ist dann und nur dann 0, wenn mindestens ein Faktor gleich O ist!

Einerationale Zahl entsteht als Quotient zweier ganzer Zahlen, wobei der Nenner (Divisor) nicht
gleich O sein darf!

Rationale Zahlen kdnnen demzufolge al's
- gemeine Briiche (z.B.: 2, 2, — & usw.) oder as
- endliche Dezimalbriiche (z.B.: 0,75; 1,8) oder as
- unendliche, periodische Dezimalbriiche (z.B.: 1,18= 1,18181818...)

dargestellt werden.

Beispiel 1.1:
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8075=->5 blg=1+5=-1

X = 1,18 soll in éinen gemeinen Bruch umgewandelt werden.

0) 100x = 118,18 Multiplikation mit 100, damit das Komma hinter die 1. Periode ” rutscht”.
99x 117 Durch die Subtraktion 100x — 1x fallen die Nachkommastellen weg.

X = & Dasist das Ergebnis!

Die Menge der rationalen Zahlen wird mit (Q bezeichnet.

Nichtperiodische, unendliche Dezimalbrtiche (die man sich nur vorstellen, nicht aber aufschreiben
kann) sind irrationale Zahlen. Die Menge der rationalen und der irrationalen Zahlen vereinigt man
zur Menge der redllen Zahlen R. Jeder reellen Zahl kann man einen Punkt auf dem Zahlenstrahl
zuordnen (und umgekehrt).

Der Betrag einer reellen Zahl a wird wiefolgt erklart:

| = a wenna>0
—-a, wenn a< 0.

Beispiel 1.2:
8) |-5| = 5| = 5
b) Die Gleichung [x — 3| = 7 l6st man wie folgt:
1Fdl:x-3>0= x-3|=x-3=7 = x =10,
2FAl:x-3<0=> xX-3|=-(XX-3) =7 > x=-4.
Dasowohl 10— 3 > Oalsauch -4 -3 < 0gilt, sind x; = 10 und X, = —4 die beiden LAsungen.

Summenzeichen >_ und Produktzeichen | | werden zur Abkiirzung umfangreicher Summen und
Produkte verwendet.

n
Fir das spezielle Produkt | [j = 1-2-3-...-n schreibt man auch n! (n-Fakultat).
j=1

Beispiel 1.3:
9 9
A1+2+3+4+5+6+7+8+9=>k b)4+9+16+25+36+49+64+8L=> i2
k=1 i=2
7 4
01234567 =[j=7  d) D asix*? = asx?+asx3 +asx* + axx® + ayx°
=1 i=0
Ubungen:
1.1 Formen Sie die folgenden Dezimalbriiche in gemeine Briiche um!
1,234 0,78 14599 0,9 17,18265 — 3,4546
1.2 Berechnen Se dlefol genden Summen und Produkte!
6 N+3
a) Z (2k+1) b) ZZu3 c) Z(Zr)3 d> 3 e Y (2N-m)
u=ON i=2 > 3 m=N
f)Z(z) g) 2o h) Z(a+ m-d) i) 2.2 (k—2m)
r=0 k=0 m=0 m=0 k=1
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j) ﬁﬂ +1) k) 11‘6[ Y ) 8! m) 10!
j=2 k=—8

1.2 Rationales Rechnen mit "Klammerausdriucken”

1.2.1 Auflésung von Klammern

Die Rethenfolge von Rechenoperationen wird durch Klammer setzung festgelegt. Um Klammern
Zu sparen, vereinbart man:
Multiplikation bzw. Division werden vor der Addition bzw. Subtraktion ausgefihrt.

" Punktrechnung” geht vor ” Strichrechnung”

Potenzen werden vor alen anderen Rechenoperationen ausgefuhrt.
Die Auflésung der Klammern erfolgt schrittweise ”von innen” oder ”von auf3en”.

Beim Auftreten von Mehrfachklammern ist es zweckmaliig, verschiedene Klammertypen (runde,
eckige, geschweifte) zu verwenden.

Beispiel 1.4: Man |6se die Klammern auf und vereinfache!
a) 6X—[(B3=5X) — (7—2X)] + [4X — (2x+ 1)]
Auflésung "von innen” ergibt:
X—[(B-5X) - (7T—2X)] +[4X— (X+1)] =
X —[3-5X—7+2X]+ [4x—2x—-1] =
6X—[4-3X]+[2x—-1] =
6X+4+3Xx+2x—1=11x+3

Auflésung ”von aul3en” ergibt:

X—[(B-5X) - (7T—2X)] +[4X— (X+1)] =
6X—(3-5X) + (7 —2X) +4x— (2x+ 1) =
6X—3+5X+7-2X+4x-2x—-1 = 11x+3
b) 12u—-2{3v-4u—-2-3(2v-3u)]} = 12u—2{3v—-4[u—2-6v+9u]} =

=12u-2{3v-4[10u—-2-6v]} =12u—2{3v—-40u+ 8+ 24v} =
= 12u—2{27v—40u + 8} = 12u—54v+ 80u— 16 = 92u—54v - 16

1.2.2 Ausmultiplizieren
Produkte werden unter Verwendung des Distributivgesetzes ausmultipliziert. Setzen Sie zur

Vermeidung von Vorzeichenfehlern das berechnete Produkt in Klammer n! Beachten Sie auch,
ob die Binomischen For meln anwendbar sind.

1.Binomische Formel: (a+ b)? = a? + 2ab + b?
2.Binomische Formel: (a—b)2 = a2 — 2ab + b?
3.Binomische Formel: (a+ b)-(a—b) = a? — b?

Wichtig ist, dass man diese Formeln sowohl von links nach rechts als auch umgekehrt ver steht
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und anwenden kann!

Beispiel 1.5: @) 2x— (X — 1)(-2X+ 1) = 2X — (-2X° + X+ 2X— 1)
=2X— (2% +3x—1) = X+ 2% -3+ 1=2x°-x+1
b) (a2 +b?) —(a—b)2 = a? + b?> — (a2 — 2ab + b?) = a® + b?> —a? + 2ab— b? = 2ab

1.2.3 Faktorisieren

Eine algebraische Summe in ein Produkt von Faktoren zu zerlegen, ist i.a. recht schwierig oder gar
nicht moglich.

Vorgehenswei se:

- Versuchen Sie, gemeinsame Faktoren zu finden und auszuklammern!

- Versuchen Sie, Binomische For meln wiederzuerkennen!

- Versuchen Sie folgende Zerlegung in Linearfaktoren anzuwenden:

X2+ pXx+q = (X—X1)(X — X2), wobei X1, X, die (redlen) Nullstellen der quadratischen Funktion
snd.!

Beispiel 1.6: @) Man zerlege 2ax — 5ay + a — 2bx + 5bx — b in Faktoren.

Losung: Wir suchen gemeinsame Faktoren, um zu sehen, was passiert
2ax—5ay+a—2bx+5by—b = a(2x-5y+ 1) - b(2x-5y+ 1) = (a—b)(2x— 5y + 1).
Auch folgende Variante fiihrt zum Erfolg

2ax—5ay+a—2bx+5by—b =2x(a—-b) -5y(a—b)+a-b = (2x-5y+1)(a-Db).

b) Man zerlege 4x? — 9y* in Faktoren!

Losung: Hier kommt es darauf an, die Struktur der binomischen Formel

a’>—b? = (a—b)(@a+b) mita=2xundb = 3y?

zu erkennen; somit erhdt man die Losung 4x? — 9y* = (2x)2 — (3y?)? = (2x — 3y?)(2x + 3y?).

) Man zerlege 2x? + 3x + 1 in Faktoren.

Losung: Es gilt: 2x% + 3x+ 1 = 2(x? + 3x+ +) . Daes sich um einen quadratischen Term
handelt, bietet sich obige Zerlegung in Linearfaktoren an.

Bestimmung der NuIIsteIIen

= xl = —1 xz =—

=> 2%+ 3+ 1= 2(x2+ 3x+1) =2x— (1) (x=(-3)) =2x+ ) (x+ ).

Bemerkung:
Verwenden Sie, um Vorzeichenfehler zu vermeiden, Klammern, und |6sen Sie diese dann auf.
Ausdriicke der Form

X ——1" oder gar der Klassiker’ x-— 1’

kann noch nicht einmal ein Computer verstehen !!!

1.2.4 Klrzen

Gebrochene Ausdriicke konnen oftmals durch K tir zen vereinfacht werden. Zahler und Nenner
mussen allerdings al's Produkte vorliegen!!!

"Differenzen und Summen kirzen nur die Dummen”
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Beispiel 1.7:
a) Man vereinfache den folgenden Ausdruck: %
Faktorisierung (s.0.) von Zahler und Nenner ergibt:
A2 _Ex—4 A -32x-1)  AXx-2(x+3)
2% —x—1 22— 2x-%)  2x+3)(x-1)

X—2
2x—1'

b) Man kiirze folgenden Ausdruck: VM=V — 1

vamov_1 MM D vl m-Dv+l) v+l
m? —1  mMm-1)(m+1)  (mM-L)mMm+1) (m+1)°

Faktorisierung ergibt:

1.2.5 Addition gebrochener Ausdricke

Um gebrochene Ausdriicke zu addieren (bzw. subtrahieren) muf3 man sie gleichnamig machen.
(Hauptnenner suchen!)

Beispiel 1.8:
Man stelle den Ausdruck 1Ea - ail alsenen Bruch dar.
2  _a __2a+l) = ad-ay _2@+lH-al-a) _2a+2-a+a?
l1-a a+1 (1-a)(a+l) (@+1)(1-a) (1-a)(a+1) 1-a?
_a+2+a?
1-a2

1.2.6 Ausdricke substituieren

Wenn man einen mehrgliedrigen Ausdruck in einen anderen Ausdruck einsetzt, verwendet man
prinzipell Klammern und 16st diese anschlief3end auf und vereinfacht den Ausdruck.

Beispiel 1.9:

X=1- % soll in x? — x + 1 eingesetzt und vereinfacht werden.

x=1-% 112 1 _ 2 1 1,7_7_1.1
x2-x+1"E7 (1-4) —(1—5)+1_(1—5+¥)—1+5+1_1—5+a—

1.2.7 Definitionsbereich von Termen

Wir beginnen mit einem Beispiel und betrachten den Term T(x) = Xix-6 ; —X2_ 6

In der Regel wird beim Hinschreiben eines solchen Terms stillschweigend schon vorausgesetzt,
dass die Variable x zu der Grundmenge R gehoren soll und nur solche x € R zugelassen sind, fir
dieder Term T(x) snnvoll gebildet werden kann. Man spricht vom Definitionsbereich. Am obigen
Beispiel ware der Definitionsbereich somit {x : x € R, X = 2}, daman bekanntlich nicht durch
Null dividieren kann. Wenn man den Zahler in ein Produkt zerlegt und anschlief3end kirzt, erhalt
man

X2 +x-6 _ X+3)(x=2)

X—2 X—2

Jetzt kdnnte man glauben, der Term T(x) = % sai doch fur dlex € R definiert. Weit
gefehlt, denn S(x) = x + 3 stellt elnen anderen Term dar, der natUrlich den Definitionsbereich R

hat. Der Definitionsbereich ist Bestandteil des Terms, auch wenn er nicht explizit angegeben

=X+3.
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ist! Offensichtlich gilt dlerdings T(x) = S(x) fur x + 2.

Definition:

Die Elemente der Grundmenge R, fur die ein Term T(x) sinnvoll erklart ist, bilden den natlrlichen
Definitionsbereich des Terms.

Wir vereinbaren: Wird kein Definitionsbereich explizit angegeben, dann wird der natiirliche
Definitionsbereich vorausgesetzt. Zur Bestimmung des nattirlichen Definitionsberei ches Gberprife
man z.B., ob

- bei Brichen der Nenner= 0
- bel Wurzeln der Radikand < O

- bei Logarithmen der Term unter dem Logarithmus< 0
werden kann. Diese Falle muss man ausschlief3en!

Beispiel 1.10:

a) Man bestimme den Definitionsbereich von T(x) = le 2 +In(x + 1).

Losung: Alle Einzelterme muissen gleichzeitig definiert sein.

Definitionsbereich des 1. Summanden:
Di={XecR:xX°-4=0,={XxeR: X2} ={xeR:x+-2AX=% 2}

Definitionsbereich des 2. Summanden:
Dy={XXeR:x+1>0} ={xeR:x>-1} = (-1,+0).

= Definitionsbereich von T(x):

D=D1ND; = {XxXeR:x>-1AX+-2AX+2}
= XeR:x>-1AX*2} =(-1,2)U (2,+x).

b) Man bestimme den Definitionsbereich von T(x) = 1/x+ 1 -,/2 - X.
Losung: Definitionsbereich des 1. Faktors:
Di={XeR:x+1>0} ={xeR:x>-1} = [-1,+x).
Definitionsbereich des 2. Faktors:
Dy={XxeR:2-x>0y={XxeR:2>x%x} = (—0,2].
= Definitionsbereichvon T(x): D = D1 N D2 = [-1,+%) N (—0,2] = [-1,2].

Ubungen
1.4 Losen Sie die Klammern auf und vereinfachen Sie:
a) (16p+2q) — (5p—-7q) b)3(a+b+c)-5@+b)-2(b-c-a)
Q) x*— (x¥ - (3)?) d) 20m— [(4m+ 2n) + (6m—n)]
€) 100 — [(b + 20) — (40— b)] f) [3a— (4b+2x)] - [(3x + 3b) — (4x— 2a+ b)]

1.5 Multiplizieren Sie aus und vereinfachen Sie folgende Ausdriicke:

aBu-Ru-3)Hu-1-uw) b) (a+4)(a-2)—(a+2)(a-1)
C) X3 —y3 — (X—y)(X% + Xy +Yy?) d) 3x— (X—2)(-2x— 1)
e)[a@ +a-1)-a%a+1)]5 f) 14(3s + 4t) — 8(5s — 3t)

1.6 Wenden Sie die binomischen Formeln an und vereinfachen Sie nach Méglichkeit.
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a) (-a—b)(a-h) b) (4a? — 3)(4a? + 3) — (3a—4)? + (5a + 1)2

) (3b+2)2— (Bb-3)? d) (2x—3y)(By + 2X) — (X — 2y)?

1.7 Klammern Sie gemeinsame Faktoren aus:
a) 2u(u+V) — (U—V)(U+V) b) 192x2y? + 216x3y — 144xy?
0) 3(2x+ 3)%(a—b)® - 4(6 + 4x)(b — a)® d) X2 — 3x + xy — 3y

1.8 Zerlegen Sie unter Verwendung binomischer Formeln folgende Summen in Faktoren:
a) 196x%> —169y>  b) 2m-n)2—(n+2m)2  ¢) —25x% — 100y* + 100xy?

1.9 Zerlegen Sie folgende Summen in Faktoren:
a) x2 - 7x+10 b) 12x? — 96x — 780
C) X2 + dax + 4a — 9b? d) 2u? — ua—6a?

1.10 Kirzen Sie soweit wie méglich

3) 204a%b3c b) 5(x-2) 9 288x — 288y
255ab?c? 5x — 2 432(y% — x?)
g 2atai+l g X EXEY LY by
2a° -2 X2 +y?

1.11 Fassen Sie zu einem Bruch zusammen:

a)i_L b) 2X—-3 = 3-4x
4a  5b X2(X+1)  x(x+1)2
X a a m 2mn n
c) X_a+(x—a)2+x2—a2_1 d)m+n+mz_nz_m—n

1.12 Setzen Sie den Ausdruck A in den Ausdruck B ein und vereinfachen Sie:
A B

a|x=y+1 | x—xy

b) |y =% -1 |x-xy

1,2y -1
C) x—y y v
d) x=z—% x+%

1.13 Bestimmen Sie den Definitionsbereich der folgenden Terme:

a),/x+1 —Jx2+x b) —In(1—x) c)In(,/x—l —1)

d X-2 o X+l f IxZ—2x+1
X2 —2x+1 In(x+ 1) I 12
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1.3 Potenzen und Wurzeln

Fur Potenzen gelten die Rechengesetze
a7 = (aby
n - n n
Fean & =)

@)m = a"m

Typische Fehler: 2"+ 3" = 5"  Wasist falsch?
(a+b)"=a"+b" Wasist falsch?

Man beachte stets den Unterschied zwischen a™ = a®™™ und (a")™ = a™™ !

Beim Rechnen mit Wurzeln braucht man keine neuen Gesetze zu lernen, wenn man jede Wur zel
als eine Potenz mit gebrochenem Exponenten versteht!

Beispiel 1.11: {#a° = ((@%)* ) a®s3 —ai =a> (@a=0)

Ubungen
1.14 Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke so weit wie mdglich. Wie mussen die auftretenden
Grofen beschaffen sein, damit die Terme erkléart sind?

Q22— (-2)° - (-2)* +(-2)3 b) (x)* + (-2a)* — 2a* + (-3x)*
c)18(a-1)°-3(1-a)®-16(a-1)°-4(1-a)3+3(1-a)3
ax3.p*l.g3.p3x-1 q2mx.p3n-x X1 .y20—3
) ax+1_bx—2_a3—x_bx ) a2n—x bn+2x ) X2n— y3n+2
f 15ax3-3b"(x — 1)2 . 3b™1(1-x)° 9 ( a22 ) ( A3 )4.( 9a3y6
2by3-10a"(x + 1)2 ~ 8a™(1+x)? 3py? 3a%y? 80%3
h) #a5-¢/a3-,/5
1.15 Stellen Siein der Wurzel schreibweise dar!
a) x4 b) (32a5b1°) g Q) (1)5 d) 900 g a0
fy@a+b)ys g (c*)” 3 h)y a3 +bs i) 2703 j) 509
1.16 Man schreibe die Terme nur mit positiven Exponenten' \
—2h-3n4
a) x4.a3b=2:y>® b) ;bgcgéﬂz 0) ((42«’21:)) 2(82bb)1
1.17 Man schreibe die Terme ohne Wurzel zeichen!
a3¥adb 3 . 6fy3
&) JXyXJX b) == C) {xy° -§x%
d) (VX +JY) /Z e {xBy? f)a’Jb -b?/a
1.18 Man vgrei nfache! . .
3 (#a”® )’ b) ({3ab? ) *-(¥27a%0° ) *
2, 2
¢) 5a° - (2a)° + (3ab)° d) B2
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1.19 Man schreibe die Ausdriicke ohne Bruchstrich und ohne Wurzel zeichen

2 8xyazh’ b) Ja-ib o ab/c
4ab15X2y3 ,3/51/6 J%C

d) (a+b)8.cd oL ) Jad + /b3
3c’(a+ by J81a Ja+b

1.4 Logarithmen

In der Gleichung b® = a wird der Exponent c s L ogarithmusvon a zur Basis b bezeichnet.
Schreibweise: ¢ = log,a
Wegen der Aquivalenz
c=loga==>hb°=a (@>0,b>0 b=1)
kann man alle L ogarithmengesetze aus den Potenzgesetzen herleiten:

Trivial: log,l =0 ,dennb® =1
1.Gruppe:
log,(xy) = logpx + l0g,y log, () = logpx —log,y log, (x¥) = y-logpx
2. Gruppe
log,d = o1y log,a = :gg:z = log,d-logga

Man beachte: Ein Logarithmus kann nur von einer positiven Zahl gebildet werden und zwar zu
einer ebenfalls positiven Basis, die aber nicht 1 sein darf!

Von besonderer Bedeutung sind in der Praxis

- der dekadische Logarithmus (Basis = 10): lgx = log,oXx

- der natirliche Logarithmus (Basis = €): Inx =log.x  (e=2,718... istdie
Eulersche Zahl)

Beispiel 1.12:

a) log,16 = 4, denn 2* = 16

b) logs: = -2, denn32 = 1

0) In(e¥®) = log.e® = 3x, denn e = &>

Beispiel 1.13: (Anwendung der 1. Gruppe auf Produkte, Quotienten u. Potenzen bzw. Wurzeln)
A3 1 h.a3h2

Inm =In2+ 1 In(a+b) +3Ina+2Inb—- % Inc—-2In(a+c)

yc-(a+0o

Beispiel 1.14: (Umrechnung beliebiger Logarithmen auf solche mit gewtinschter Basis mittels

Gruppe 2)

a) log,7 = 1t = :g—; b) Inx = :g—z = In10-1gx ~ 2,3026Igx

c) lgx = % = Ige-Inx ~ 0,43429Inx

Beispiel 1.15: (Auflésen von Exponential gleichungen)

§ 3x+4 _ (A)2x+l
(3x£§1))ln% = (2>E<3+ Ding
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Ing —4Ind
X = ﬁ = —1,4823
3In$ -2In¢

Beispiel 1.16: (Weitere Umformungsbei spiele)
a) Ig3+|g% - Ig(3-%) ~1lgl=0

1 _1,,1_1 1 1. -1
b) Ig 10 2Ig10 2IglO 2(1)Igl

N 2
C) In(,/_)3 = Ine? = %Inez % d) 1g20 = 1g(2-10) = Ig2+1g10 = lg2+1
€) 31072193 = 310937 = 332 = %
X /XY XJy
f) 3 lgx+ 5 lg0y) ~lgy = 19JX +1g /%y ~lgy = ( §,/_ =I9T‘/—=Ig%
— lglOO 2 X _ @ln2® _ axIn2
) l0g,100 = 92~ 192 h) 2% = e"< =¢

Beispiel 1.17: (Formelumstellungen)
a) Das Zerfallsgesetz fir radioaktive Kerne N = Noe ™! soll nach 1 umgestellt werden
N = Noe* = NA =e*  (Potenz mit Variablen 1 isoliert)

0
N _ __ 1 N
= In( No ) At = A= In( No )

n
b) Die Gleichung fir die allgemeine Zustandsdnderung eines Gases B; = (—2) soll nach n
1

umgestel It Wernden.
B - (3) = m(B) - ()

= 1In pl) —nln(vz) ~n= |n%p2) Inp; — Inp>

P2 V1 |n( VZ) Ian—InV1
c) Manstelley = Te nach x um.
y = % = 2y-e+e*=0

= 2y— e+ 1 =0= 2y~ (e)?+1=0
= ()2 —2yeX 1 =0 (quadratische Gleichung fir e¥)
> e =yt y?+1,
dae* > 0, kommt aber nur dieLésung e* = y + /y2 + 1 in Betracht.
= X = In(y+ W)
d) Die Gleichung fur den Wellenwiderstand von Koaxialkabel Zo = £ % In% soll nachd
aufgeI('jst werden.

\/T 1 |n—:>|nd —ZﬂZoJ%

= H 2ﬂZoJ_ - d=D- e—2ﬂZoJ_

Ubungen
1.20 Ermitteln Sie durch einfaches Uberlegen (al so ohne Taschenrechner) die folgenden
Logarithmen!

log;27 1ogy50,125 loge216 191000 logssl
In1 Ine? log;4  log,L  logsV27
log,,1  log,+ 1g0,001 Inye  log,s8
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1.21 Bestimmen Sie - falls moéglich - die Unbekannte x aus den Gleichungen!
a) 2* = 64 b) 2 = & c) log,1024 = 10 d)log,0,1 = -1
e) log,49 = x f) logsx = 4 0) 2Inx =1n4 h) 0,5Inx = 2In(a+ 2)
)1+3lgx=22 j)lg3x—1) = 0,301 K)Igx® =Igx®+6 [)2'9x = 2.3lox
m) lg(yax + 1) +Ig(yax —1) - 2lglax—1)-1=0
n) In(a? + ab + b?) + In(a—b) —In(@® - b3 +Inx = 0
0) 230D = gx-1 p) 7% = 3435%D g) (1) = 10000
9 Jar ¥ Jax2 a7 .dav > = 1 9) yar = yaxn f) W — 22«3
u) +1g9x° +3lgyx - 3lg¢x = 2(Ig2+1g3)

v) Ig5* +1g2*x-1=0 w) (%)M = (%)3 X) log,[2 + logz(x+3)] = 0

1.22 Formen Sie die Ausdriicke so um, dass nur noch ein Logarithmus eines Argumentes entsteht!

a)lgl+lgs-Iga b) Ina—Inb+Inc c) 2Inx—3Iny — 5In(x +y)

d) +lga+2lgc— $(Igh® + lga?) e) 5 In(@® - 2ab + b?) — 1 In(a—b)

f) %Iga+ < Ig(ab) - Igh 9) = In@2+b? - Lin(a-b) - < In@@+h)

h) In16 + % Ing i) —3lga— %Igb j)IgyaZ—b? — % lgta—b) — % lgta+ b)

1.23 Nach wievielen Jahren hat sich ein mit 6% Jahreszins angelegtes Kapital verdoppelt? (Die
Zinsen werden dem Konto gutgeschrieben und mit verzinst.)

1.24 Stellen Sie folgende Ausdriicke in der Form e™™ dar:
A3 b2x* o)x*

1.25 Stellen Sie die Formeln um

g _ (T
al =leeT nach t b)(p—(_l_z) nachy

U Ux
E=———— h d) ps = 20l hU
OE = Tin(zy M )ps = 20lg( gt ) nech U,

2. Gleichungen und Ungleichungen
2.1 Lineare Gleichungen und Ungleichungen

Grundform der linearen Gleichung mit einer Unbekannten:
Ax=Db, (AbeR)

L 6sungstheorie:
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1Al : A+ 0 > x=Alb= % genau eine Losung
2Fdl: A=0 = falsb+0: keine Losung
d.h. (O-x = b) falsb=0: jedesx € Rist Losung !

Bemerkung: Um die Gleichung A:x = b zu l6sen, dividiert man bekanntlich durch A. Dasist aber
nur moglich, wenn A = 0ist !l Daher sind die Fallunterschei dungen notwendig.

Uberprifen Se bei jeder Division, ob mdglicherweise
eine (versteckte!) Division durch Null vorliegen kdnnte!

Beispiel 2.1: Man l0se die Gleichung 3(2x — 1) + ¢ = 2x— 3 — ¢ nach x auf.

BX—3+C=2X—3-Ce>BX—2X= -2 == x = L

2
Beispiel 2.2:
Man I6se die Gleichung & — 2 =
x(6bc)—(a—>g$2)+(a—x)2ab — 1 <= 6box— 3a2 + 3ax + 2a2b — 2abx = 6abc
T Bhex + 3ax — 2abx — 3a2 + 2a%b = Gabe «= (6bc + 3a — 2ab)x = 6abc + 3a2 - 2a°b

(Erkennen Sie die Grundform A-x = b wieder?)

== (6bc +3a— 2ab)x = a(Bbe + 3a - 2ah) *T e x = 0043 _28D) _

a fals 6bc+3a—2ab = 0

beliebig, falls 6bc+3a—2ab =10

Der Fall 6bc + 3a — 2ab = 0 wird oft Ubersehen!!!

Beispielsweisewirdfira=b = 1;c = —% die 2.Bedingung erflllt und somit kann x eine
beliebige redle Zahl, z.B x = 2 # a, sain.

Esist aso stets erhohte Aufmerksamkeit geboten, wenn durch einen Ausdruck dividiert wird, der
Parameter oder gar die gesuchte Grof3e enthalt.

a—Xx

+@=X _1 (ab,c # 0)nachxauf.

Zusammengefaldt erhdlt man alsLésung: X = {

Ubungen
2.1 Ldsen Sie folgende lineare Gleichungen nach x auf:
a)2x2+1+3x;1+5xg1:1 b)%+a=%+1
_ 3_1__ 1 _
C) X+ 1L)(x+a)+b=2a+X+2)xX+bh) d S -+ 71 e 2xx—k?:1
37X
2.2 Losen Sie folgende Formeln nach den angegebenen Grof3en auf:
a) s = Vot - %th nach vo und g b)v = ?z — tsll nach s; und t;
€) Epot = mg(hz — h1) nach h und hy d) C = 4rK. RRl - nach Rund Ry
-
_ 1+ A1At
e my=m T 2At nach At und A,

2.3 Durch einen Rohrbruch wurde ein Keller tberflutet und wird durch die Feuerwehr mittels
dreier gleichmaliig und gleichzeitig arbeitender Pumpen leergepumpt. Wieviel Minuten werden
dazu bendtigt, wenn durch die erste Pumpe alein 6 Stunden, durch die zweite 4 Stunden und
durch die dritte 2 Stunden benétigt wirden?
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2.4 Die Spitzengruppe eines Radrennens habe eine Lange von insgesamt 50m. Sie fahrt mit einer

Geschwindigkeit von 45kTm Uber eine 425m lange Briicke. Welche Zeit benttigt sie dazu?

2.5Von drei parallelgeschalteten Widerstdnden ist der zweite doppelt so grof3 wie der erste und
der dritte dreimal so grol3 wie der zweite. Wie grof3 sind die drei Widersténde zu wahlen, damit der
Gesamtwiderstand 12kQ) betragt?

Grundformen der linearen Ungleichung mit einer Unbekannten:
Ax<boderAx>hb, (AbeR)

A-x > b kann durch Multiplikation mit -1 in die erste Form Uberfihrt werden.
L dsungstheoriefur A-x < b:

1.Fal: A>0 = -0 <x< 2 aslLosungsmenge

2.Fdl: A<O0 = 2 <x<o aslLosungsmenge

3Fdl: A=0Ab>0 = R als Loésungsmenge
A=0Ab<0 = @ also keine Losungen

Bemerkung:

Es gelten die Bemerkungen zu linearen Gleichungen mit dem Zusatz, dass bel Division durch eine
negative Zahl bzw. Multiplikation mit einer negativen Zahl das Ungleichheitszeichen umzukehren
ist (aus< wird>, bzw. aus> wird <).

Beispiel 2.3
Man l6se die Ungleichung 3(2x — 1) + ¢ < 2x— 3 — ¢, nach x auf.

6Xx—3+Cc<2x—3-Cc = 4x§—20<::>x5—%

Beispiel 2.4
Man |6se die Ungleichung % — azx + % >1  (a# 0)nachxauf.
6x— (a—x)-3a+ (a—Xx)-2a

>1

6a
Fadll.a>0>
6x — 38 + 3ax+ 282 — 2ax > 6a ' 6x + 3ax— 2ax— 3a2 + 2a > 6a
== (6+a)x>6a+a’ < (6+a)x>a6+a) > x>a dab+a>0
=TellldsungsmengeL; = [a,)
Fdl22a< 0>
6x — 38 + 3ax+ 282 — 2ax < 6a ' 6x + 3ax — 2ax— 3a2 + 2a° < 6a
== (6+a)x< 6ba+a? < (6+a)x < a6+a)
Fal2aa> -6 >x<a =Tellldsungsmenge Ly, = (—o0,a]
Fal2b:a<-6=>x>a =Tellldsungsmenge Ly, = [a,)

Zusammengefaldt erhdlt man als L ésungsmengen:
[a,0) wenn a>0 VvV a< -6
(—o,a] wenh 6<a<0

Ubungen
2.6 Bestimmen Sie die L 6sungsmengen der folgenden linearen Ungleichungen!
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Q) (x+ 1)(x+a) +b > 2a+ (x+2)(x+b) d) % _

2.2 Quadratische Gleichungen und Ungleichungen

2.2.1 Quadratische Gleichungen

Eine quadratische Gleichung hat die Form

ax?+bx+c=0, (a,b,ce R, a=+0)

Wegenax2+bx+c=a(x2+%x+%) = a(x2+px+Q) = Omitp = %undqz £ kannsie

immer auf die Nor malform der quadratischen Gleichung

x2+px+q=0

zuriickgefuhrt werden.
L 6sungstheorie:
Die quadratische Gleichung

x2+px+q=0

hat genau zwei Losungen

- £{(3) s

2

1.Fal: (%) — g > 0 = X1 # X2 zwel verschiedene relle Losungen (Wurzeln)
2

2.Fll: (%) — g =0 = X3 =Xz eineredle Doppelwurzel
2

3.Fl: (%) — g < 0= Esexidiert keinereelle Lésung, aber

im Bereich der komplexen Zahlen C
erhdt man ein Paar konjugiert komplexer Ldsungen

_ P ifg-(RY _ P [q—(R)?
X1 = —5+] /9 (2) und xp = 5 — 1y (2)
In diesem Zusammenhang erinnern wir an:
X1+X2 = —p =—%
- den VIETASCHEN Wur zelsatz ,
xiXe = 0 =%
- dieZerlegungin Linearfaktoren (Faktorisierung)
X2+ pX+0g = (X—X)(X—X2)
ax? + bx+c = a(x— X)) (X — X2)
und

Seite 14



- die quadratische Erganzung, glleln folgzender Umformung besteht, ,
X%+ pX+q = (x+ g) —(%) +0= ( g) +0- (p) :

Beispiel 2.5: Wir betrachten die quadratische Gleichung x> —x—2 = 0.
(Die Gleichung liegt in Normalform vor mitp = -1 und q = —2.)
Die Wurzeln berechnen sich demnach aus

o5 {(8) -0 () () - -3+ {(3) -
2 ‘/—+ = ’/7 2_2 = X1 =2, Xo=-1

Als Zugabe geben er die Zerlegung in Linearfaktoren an:
—-X-2=X-2)(X-(-1)) = X—2)(x+1).

Beispiel 2.6: Wir betrachten die quadratische Gleichung 4x%> — 4x+ 1 = 0.
(Die Gleichung liegt nicht in Normaformvora =4 + 1,b = —4,c = 1)

4x2 —4x+ 1 = 4(x2—x+ i) —0esx2-x+L =0  (Normaform mitp = —1 und

1 4 4
q_ 4)
Die Wurzeln berechnen sich demnach aus
__b 32_:_ —1 1 _ 1, ; 1
X2 = =5 * (2) q 2 7 =27 2 4

= Xp = Xg = % (reclle Doppelwurzel)

2
Es ergibt sich folgende Zerlegung in Linearfaktoren:  4x® —4x+1 = 4(x - %)

Beispiel 2.7: Die quadratische Gleichung 2x? + 2x +1=0 besitzt kei ne reellen Losungen, denn

2 _ 2 1 _1 / [
2X +2x+1—2(x +x+2) =0 = X2 =

Es wird nochmals betont, dal’ sie aber im Bereich der kompl exen Zahlen Iosbar |st

Be|sp|el 2.8: Die quadratische Er%anzung von x2 — 3x + 1 berechnet man wie folgt:
-3X+1= (x— 3)2—(—) +1= (x— 3)2—§
2 2 2 4

2.2.2 Gleichungen, die sich auf quadratische Gleichungen
zuruckfuhren lassen

Unter Umstanden lassen sich auch nichtquadratische Gleichungen auf quadrati sche Gleichungen
zurtickfuhren. Man mul3 es ”blof3’ erkennen.

Beispiel 2.9:

Wir betrachten die Gleichung x5 + 2x* — 3x® = 0.

Wegen x° + 2x* — 3x® = x3(x? + 2x— 3) = 0ist die Gleichung nur dann erfllt, wenn
x2 + 2x — 3 = 0 (quadratische Gleichung) oder x3 = 0 gilt.

Wegenx;, = -1+ {1+ 3 = —1+ 2 ergeben sich die Lésungen:

X1 =-3,X2=1,X3 =X4 = X5 = 0(X = 0ist eine 3-fache Nullstelle)

Beispiel 2.10:

Man |6se die Gleichung (x? — 10)(x? — 3) = 78.
Esgilt (x2 - 10)(x> - 3) = x* - 13x? +30 = 78

== x*-13x> - 48 = 0 (biquadratische Gleichung)
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Durch die Substitution y = x?> wird sieiny? — 13y — 48 = 0 tberfihrt.

_ 13 13?2 _ 13 361 _ 13 ., 19
= Y12 = 2i\/(2) TR =T TS

= yl = 16! y2 = _3
= X12 =+ JY1 =14, Xza =T )Yz = /-3 (nichtredl)
AlsredleLésungen erthdt manaso: x3 = 4, X, = 4

Ubungen

2.7 Losen Sie folgende quadratische Gleichungen mit bestimmten Koeffizienten
2 _ 3 _1y_ 5

QX2 +5x—14 = 0 b) (x+3)(x-4) - =

C) 24x2 + 27 = 54x d) 2x-3)2-(x-5)2 =80
2x+1 6 _ x-2 _ x-1

O Txez -2 T3

2.8 Losen Sie folgende quadratische Gleichungen mit unbestimmten K oeffizienten
a) (ax+b)ax—b) =0 b) x>+ R2-x)? = (R2—2x)*

O@-a0?=(1-bo? ddX DX -3

2.9 Folgende Gleichungen lassen sich auf die Lésung quadratischer Gleichungen zurtckfihren.
Geben sie dleredllen Ldsungen an.

a) (x2—5)°+(x2—-1)> =40 b) (x2—10)(x>-3) = 78
C) X = 36+ 5/X d) 8x6 +999x3 = 125

2.10 Bestimmen Sie die quadratische Erganzung von:
AX2+X+1 b)x?—4x-4 )x®+9x+3

2.11 Lésen Sie die folgenden Gleichungen!

a3x>+6x—15=0 b) x> —4x-16 =0 C) 24x2 + 27 = 54x

d) (x—3)2 = 49 &) (x+2)(x+4) = 0 f) (x—5)(x—4) + (Xx—6)(x—3) = 0
10x+1 _ 20+x X +x+2 _ 5-3x _10-—-4x

9 Tx - -x+1=0 N X2 -6 x+1  3x+3

i) 54+42x _ 4-3x _ _2X
3-2x X x—1

2.12 Um die Tiefe eines Brunnen zu bestimmen, 183 man einen Stein frel hineinfallen und hoért ihn
nach 6 Sekunden im Wasser aufschlagen. Wie tief ist der Brunnen?

(Schallgeschwindigkeit 333mV/s, Fallbeschleunigung 9,81 m/s?. L uftwiderstand wird
vernachlassigt)

2.13 Zwei Widersténde, die sich um 200Q2 unterscheiden, haben in Parallelschaltung einen
Gesamtwiderstand von 24Q). Wie grof3 sind die Widersténde?

2.14 Bel einer Brinellharteprifung eines Stahls verwendet man eine Stahlkugel von 10mm
Durchmesser und erhdt nach der Prifung, bei der die Stahlkugel auf die Oberflache des zu
prifenden Werkstlickes gedriickt wird, einen Kugeleindruck, dessen Durchmesser (auf der ebenen
Oberflache des Werkstiickes gemessen) 5mm ist. Wietief ist die Kugel in das Werkstiick
eingedrungen?

2.15 Durch Verbesserung im Betrieb kann ein Eisenbahnzug jetzt eine um 9 km/h héhere
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Durchschnittsgeschwindigkeit erreichen und erzielt dadurch auf einer Strecke von 180 km eine
Zeiteinsparung von 40 min. Wieviel Stunden benétigt er fur die Strecke?

2.2.3 Quadratische Ungleichungen

Eine quadr atische Ungleichung kann immer auf eine der Nor malfor men gebracht werden:
X2+ px+q<0oderx?+px+q=>0
oder

X2+ px+q < 0oder x?2 +px+q>0

L 6sungstheorie:
Eswird zunéchst die quadratische Gleichung

X2 +px+q=0

gel st (wie beschrieben). Hieraus resultieren die beiden (reellen oder komplexen) Losungen.

- £{(3) s

Jetzt beachtet man, dass es sich bei der linken Seite der Ungleichung um die quadratische Funktion
y = X2 + px + q handelt, deren Graph eine nach oben gedffnete Normal parabel ist.
Dementsprechend ergeben sich folgende L 6sungsfélle:

X24+pXx+q<0|x2+px+q=>0
X1 < X redl L = [X1,Xo] L = (—oo,X1] U [X2,%0)
X1 = Xz redl L = {Xu2} L=R
X1 und X, komplex | L = 0 L=R
X2 +px+g<0|x2+px+qg>0
X1 < Xz redl L = (X1,X2) L = (—o0,X1) U (X2,0)
X1 = Xz redl L=90 L = R\{Xy2}
X1 und x, komplex || L = 0 L=R
Beispiel 2.11:

Wir betrachten die quadratischen Ungleichungen

Ax2-x-2<0 Db)x2-x-2>0 0o)x*-x-2<0 d)x2-x-2>0.

Die Wurzeln der zugehoérigen Gleichung sind (Sehe Beispiel 2.5) : x; = -1, X, = 2
Demzufolge ergeben sich folgende L dsungsmengen:

aL=[-12] bL=(w-1U[2x) cL=(12 dL=_(ow-1)UC(2wm).

Beispiel 2.12:

Wir betrachten die quadratischen Ungleichungen

AX-Xx++<0 bxt-x++>0 )x*-x++<0 d)x*-x+5>0.

Die Wurzeln der zugehoérigen Gleichung sind (Sehe Beispiel 2.6): X1 = X2 % (reclle
Doppelwurzd!).
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Demzufolge ergeben sich folgende L dsungsmengen:
aL={3} bL=R oL=0 dL=R{I}

Beispiel 2.13:

Die quadratischen Ungleichungen sind zu |6sen!

AX+x+5 <0 b)x2+x+5>0 0O)X*+x+3<0 d)x2+x+1>0
Die Wurzeln der zugehérigen Gleichung sind komplex (siehe Beispiel 2.7):

X1,2=—%im:_%i’/¥_

Demzufolge ergeben sich folgende L dsungsmengen:
aL=0 bL=R c¢cL=0 dL=R.

Ubungen
2.16 Losen Sie die Ungleichungen!
A3X2+6x—15<0 b)x2-4x-16>0 ) 4x>+28 <4x  d)24x>-54x > -27

2.3 Gleichungen und Ungleichungen mit Betragen

Fur viele Studenten scheint der Absolutbetrag ein ”Buch mit 7 Segeln” zu sein.
Man weild zwar, dal3 |-3,42| = 3,42 gilt, aber wiesoist [x — 1| = x — 1 fur x > 0 eigentlich falsch?

Definition (siehe auch Abschnitt 1.1):

fu >0
lal = a fras= , (@€ R) heild Absolutbetrag von a
-a fur a<0

Das ist also die unscheinbare Definition des Absolutbetrages, die soviel Kopfzerbrechen bereitet.

Eigenschaften:

Fx| = [x], X+ y| < [X|+ ly| (Dreiecksungleichung)
K=0 <= x=0
K<c = -c<x<c

k-aj]<c &= a-c<x<a+c

Beispiel 2.14
Was bedeutet nun [x — 1| wirklich? Man wendet einfach die Definition des Betrages an und ersetzt
adurchx—1.

|x—1|:{ (x-1) fir (x-1)>0

x_1) fir (x_1)<0 (Fallunterscheidung noch zu untibersichtlich)
—(X— ur (x-1) <

X 1| x-—1 fir x>1
- — =
—(x-1) for x<1

Beispid 2.15
Fur welchex € R gilt [x— 1] < x?
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x-1 for x>1 . .
Wegen x—1| = mussen Fallunterscheidungen getroffen werden
—(x-1) for x<1
(vgl.vorheriges Bsp.).

1.Fal:x>1
Betragsaufl6
-1 < x e x—1<x e -1<0 (ist immer wahr )

also erhdt man die Telllosung: x > 1

2. Fal:x< 1
Betragsaufl 6sung 1
k=1 <x == "-x-1<xe= 1<2Xe= 5 <X

daaber x < 1 vorausgesetzt war, ergibt sich as weitere Teilldsung % <x<1

Die Zusammenfassung der beiden Teillésungen ergibt die L ésungsmenge:
XeR:x>1}U{xeR: 3+ <x<1) = {xeR: % <x) oderinlntervallschreibweise
1, +o0)

2!

Beispiel 2.16

Fir welchex € R gilt (x—2)2 < 9?2

Zunéchst sei an folgende Rechenregel erinnert: 0 < a< b <= \/5 < \/B

0< (x-2)2<9 e J(x-2)% < \/5 Aoz K-2|<3e=> 3<x-2<3&=>-1<x<5
L 6sungsmenge: (-1,5)

Beispiel 2.17
Fir welchex e Rgilt [x2 +x—2| < x+2?
In die Betragsdefinition substituieren wir zunachst a = x2 + x — 2.
x2+x-2 fur xX*+x-2>0
~(X2+x-2) fir x2+x-2<0
Die Bedingungen fir die Fallunterscheidung sind noch nicht aussagekréftig, daher werden diese
zunéchst weiter untersucht.
Der Graphvony = x2 + X — 2 ist eine nach oben getffnete Parabel. Zwischen den Nullstellen
X1 =-2;%2 = 1, (d.h. -2 < x < 1) liegt der Graph unterhalb der y-Achse, dso ist die Funktionin
diesem Intervall negativ!
Zusammenfaldt erhalten wir aso:

x2+x-2 fur x<-2vx=>1

X2 +x—2|= ]
~(x>+x-2) for -2<x<1

LFal:x<-2vx>1
K2 +X—-2| < X+2 e X2+ X—2 < X+2
e X2 <4 &= [X| < 2> -2 < x < 2 (vgl. Eigenschaften des Absol utbetrages).
Daaber x < -2 Vv 1 < xvorausgesetzt war, ergibt sichas Telllosung: 1 < x < 2.
2Fal:-2<x<1
KZ+X—2|<X+2 = (X2 +X—2) < X+2
> 0< X2+ 2X &= 0 < X(X+2)
= x<-2V 0<X (Man mache sich das klar!)
Dajetzt —2 < x < 1 vorausgesetzt war, ergibt sich as Telllosung: 0 < x < 1.

Die Zusammenfassung der beiden Teillésungen ergibt die
Losungsmenge: 0 < X < 2.

Esgiltaso: [x2 +x—2| = {

Ubungen
2.17 Losen Sie die Betragsstriche auf und fassen Sie soweit wie mdglich zusammen.
2la-b]-|p+3al-|p]-5a mit0>a=>b.

Seite 19



2.18 Berechnen Sie alle Lésungen der folgenden Gleichungen und Ungleichungen!

ax=K-1 b) x+2|+3=7 ¢)3x—-9|-2)x+1]=3x+5

d) Bx—9|-2)x+ 1] = [3x+ 5] e x<[x-1 x+2|+3<7

0) IBx—9|-2)x+ 1| > 3x+5 h) [3x— 9] - 2x+ 1] < [3x + 5]

2.19 Bestimmen Sie die Lésungsmenge folgender Gleichungen und Ungleichungen:
ax—3]=5 |o)|2><+4 =1

c)x-2]<3 d) |3x—5] > 2Jx+ 2|

e) [x? +2x— 3| < 12 f) X2 + 4x— 5] > 2

2.20 Bestimmen Sie die Lésungsmenge folgender Ungleichungen

ax<[x-1 b) x+2|+3<7
OBX—9|—2x+1| > 3+5  d) Bx—9|— 2K+ 1| < [?x+5|
&2 —[-12> 0 N A3l s ax<axs5

2.4 Wurzelgleichungen

Durch wiederholtes Auflésen nach den Wurzeln, diein der Gleichung vorkommen, und
anschlief3endes Potenzieren konnen die Wurzeln unter Umstanden beseitigt werden.

Man beachte jedoch:

Durch Quadrieren kénnen Scheinlésungen auftreten!

Esgilta=b = a? = b?, aber ausa® = b? folgt nicht a = b (z.B. folgt aus 12 = (-1)? nicht
1=-1)

Daher missen ale L 6sungen durch Einsetzen in die Ausgangsgleichung tber pr Gft wer den!

Beispiel 2.18

X =Ix-1=J2x-1

Durch Quadrieren erhdt man

X—2/XJIX=1+X-1)=2x-1=2x-1-2/XJx-1 =2x-1

> 2/XJYXx-1=0=>xx-1)=0=>x=0vx=1

Fur x = 1ist die Ausgangsgleichung erflllt, aber fir x = O gar nicht definiert (Scheinlésung), aso
hat die Gleichung nur die Losung x = 1.

Beispiel 2.19

7-3J2x+4 =16
Auflésung nach der Wurzel ergibt:

3/2X+4 =16-7=9> J2X+4 = 3> 2X+4=9 = x = %

Probe: x = % in die Ausgangsgleichung eingesetzt

7-3 /2% +4 =7-3J/9 = -2 + 16, d.h. esgibt keine Lésung!

Ubungen
2.21 Losen Sie folgende Wurzelgleichungen:
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a)/X+6+yX+1=0 b)9y5x+2 = 25+ 4/5x+ 2
OVX—1+Jx+8 =9 d)B/X -1)2+@4JX —7)2 = (5/X — 6)2
1+ /X _3

1-JX

€)

2.22 Jemand rechnet x = ya? -2a+1 -a= J(@a-1)? ~a=(a-1)-a=-1.
Fur a = 0 erhdt man jedoch x = 1. Wo steckt der Fehler?

3. Geraden und Kreise; Trigonometrie

3.1 Geraden

Lange und Anstieg einer Strecke

vyt Abstand der Punkte P, und P (d.h. Lange der Strecke):
P
Yo— — — — — 2
n o d d=PiP, = J(Xx2—x1)? + (Yy2—Yy1)? (Pythagoras).
1 é
1 Anstieg der Strecke P1P; :
| | .
X %y x tang = m = %;:?&

Formen der Geradengleichung
Punktrichtungsform der Geradengleichung
Eine Gerade ist durch Angabe eines Punktes P; = (X1,y1) und einer Richtung (Anstieg m = tana)

eindeutig bestimmt.
%:—Xi =Me=> Y-y = MX—X1) <= |Y = Y1+ M(X—X1)

Zweipunktform der Geraden
Eine Gerade ist durch Angabe zweier Punktes P; = (X1,y1) und P, = (X2,Y2) eindeutig bestimmt.

", y=¥1 _ Y2=¥1
P X— X1 Xo — X1
y1 F"I ==
% P Y- y1 = Py (X~ x1)
/ - ==
/ X2 x'l X y2_

Y = Y1+ o—xg (X X1)
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Allgemeine linear e Funktion: Ax+By+C =0, (A+0VvB=+0)
Im Fall B = 0 kann man auf die Normalformy = —%x— % umrechnen.

ImFal B =0A A+ Oergibt sicheine Geradex = —%, die parallel zur y-Achse verlauft.
ImFal A= 0AB + 0ergibt sich eine Geradey = —%, die paralel zur x-Achse verlauft

Beispiel 3.1
Man bestimme die Gleichung der Geraden, deren Anstiegswinkel a = —% betrégt und die durch
den Punkt P; = (1;-3) geht.
Lésung: Der Anstieg der Geraden ist 3

o EY - 1 1 Y=(3) _y+3
m—tan( 4) =-1=>-1= 1 - x_1
>y+3=(C-1)x-1)=>y=X+1-3=>y=-x-2

Beispiel 3.2 Man bestimme die Gleichung der Geraden durch die Punkte P; = (-2;-1) und

Losung: y-(b) _ 8-CD _ 3+1_ 2

X—(=2) 1—(2—2) A 1+2 ) 37
:>y+1— —§(X+2) = —§X—§ =Y = —§X—§
Beispiel 3.3
Wie lautet die durch den Punkt P = (—1;—1) gehende Gerade, die zu der Geradeny = 2x+ 3
paralel ist?

Losung: Anstieg der gesuchten Geraden ist m = 2, (dapardlel zuy = 2x+ 3) >

_,_y-(YH _ y+1 _ _
m=2-= x— (1) = i1 >y+1=2x+1)=>y=2x+1

Beispiel 3.4
Durch den Punkt P = (-2; 3) soll eine Gerade gezogen werden, die die Geradey = 2x — 5 unter
einem Winkel von 45° schneidet. Wie lautet die Gleichung der Geraden?
Losung: Der Anstieg der gesuchten Geraden sei m, = tan 8. Die gegebene Gerade hat den Anstieg
m; = tana = 2. Man mache sich an einer Skizze klar, dal3 g — a = 45° gelten muf3!
Nach dem Additiontheorem fir den Tangens gilt: ng —t )
_ tanx; = tanxo _ _tanf-tana @ mp-—
ten(x £x2) = 1 (ttanxytanxa) 1=ten(f-a) = 1+tane-tanf  1+2m;
= 1+2m; = my; — 2 = my = -3 (Anstieg der gesuchten Geraden)
= y = —3Xx+ n mul3 durch den Punkt P = (-2; 3) gehen.
=>3=-3(-2)+n=n=-3=>y=-3x-3

3.2 Kreise

Der Kreisist die Menge aler Punkte, die von einem festen Punkt (dem Mittelpunkt) den gleichen
Abstand haben. Liegt im einfachsten Fall der Mittelpunkt im K oordinatenursprung, ergibt sich fur
den Radiusr die Kreisgleichung
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r=0P=/x?+y? oder x? +y? = r2

Hat der Mittel punkt M die Koordinaten (Xo;Yo), so erhdlt man

(X—X%0)2 + (Y —Yo)2 = r? 4

L
NI

Bemerkung:
Umformung der Mittelpunktsform: (x — Xo ) 2 (Y= Yo)? = 12
X2 - 2o + X3+ Y2 —2yyo +Y§ =12
== X2 +y? +(-2X0) X+(—2yo) Y +x§+yE-r?=0
N A AN _

—
B Cc

A
d.h. die Gleichung x? + y? + Ax + By + C = 0 beschreibt allgemein einen Kreisin der Ebene.

Beispiel 3.5

Bestimmen Sie Mittel punkt und Radius des Kreisesx? — 4x +y? + 2y + 1 = 0.

Losung: Offensichtlich liegt noch nicht die Mittel punktsform der Kreisgleichung vor. Um zur
gewiinschten Kreisgleichung zu gelangen, suchen wir die quadr atische Erganzung:
O0=X2—4x+y?+2y+1=x-2)2-4+(y+1)2-1+1

= (X=2)2+(y+1)2%=4  bzw. (X—2)’+(y—(-1))? = 22

Also liegt ein Kreismit dem Radius 2 und dem Mittel punkt in (2;—1) vor.

Beispiel 3.6

Um den Radius einesim Kreisbogen verlegten Gleises zu bestimmen, wurde zwischen zwei
Punkten des Gleises die Entfernung L = 120m als Sehnenldnge und die dazugehorige Pfeilhdhe
mit h = 6m gemessen. (Die Pfeilhdhe ist der grofdte Abstand des Kreisbogens von der
zugehorigen Sehne.) Wie grof3ist der Radius des Kreisbogens?

Ldsung: Zweckmaldigerwei se betrachtet man das Problem in einem geeigneten K oordinatensystem.
In Anwendungen muf3 man sich oft das passende K oordinatensystem erst ' besorgen’. Man
versucht es moéglichst so zu legen, dal3 man’ Symmetrien’ ausnutzen kann, da sich danni.a. die
Formeln auch vereinfachen. Es bietet sich an, eine Koordinatenachse entlang der Pfeilhdhe durch
den Mittelpunkt zu legen. (vgl. Skizze)
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Die Mittel punktsgleichung der Kreisgleichung lautet demnach:
X2+ (y-Yo)2 =r?2  (manbeachte, daB xo = 0).

Durch Einsetzen der Punkte P; = (0,h) = (0,6) und P> = (L,0) = (60,0) erhdlt man das
Gleichungssystem

(6-yo)2=r2 und 60%+y3 =r2

Gleichsetzen ergibt:

(6—Yy0)? = 60% +y3 = 36— 12y + Y3 = 3600 + y3
= Yo =297 = r = 303m

Der Gleisradius betragt somit r = 303m.

Ubungen (Esist empfehlenswert zu allen Ubungsaufgaben eine Skizze anzufertigen.)
3.1 Bestimmen Sie Lange und Anstiegswinkel der Strecke P1P-!
a P =(1-1), P,=(24 byP1=(2-3), P,=(23)

3.2 Man bestimme die Gleichung der Geraden, deren Anstiegswinkel « betragt und die durch den
Punkt P geht, wobei:

da=30, P=(2-1) ba=-60° P=(1-2)

Ca=135°, P=(-33) d)a=225° P=(-0515)

3.3 Man bestimme die Gleichung der Geraden, die durch die Punkte P; und P, geht, wobei:
8 P1=(10),P; = (-2-4 b P1=(-12),P;=(2-3
c) P1 = (0,5,-0,2), P, = (-0,2;1,2) dP1=@&2),P;=(-2-a)

3.4 Durch den Punkt P = (3;2) ist zu der Geraden die Parallele zu ziehen. Wie lautet die
Gleichung?

dy=2+3 b +%=1

ENYIP

3.5 Durch den Punkt P = (2; 3+f ) soll eine Gerade gezogen werden, die die Gerade

y = V/3x+ 1 — /3 unter eéinem Winkel von 30° schneidet. Wie lautet die Gleichung der Geraden?

3.6 Bestimmen Sie Mittelpunkt und Radius des Kreises
AX2+4X+Yy>—4y+7=0 b)x2-6x+y’+2y+1=0

3.7 Man gebe die Gleichung des Kreises mit dem Mittel punkt M(—2; 3) und dem Peripheriepunkt
P(1;,-1) an.

3.8 Stellen Sie die Gleichung des Kreises auf, der durch den Punkt P = (3;4) verlauft und beide
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K oordinatenachsen berthrt.

3.3 Trigonometrie

Gradmal3 und Bogenmal3: Ebene Winkel werden in GradmaR oder Bogenmal3 angegeben.
Umrechnung:

Bogenmal3 x — Gradmal3 ¢: | Gradmal3 ¢ —~ Bogenmal3 x: "
¢ = B x X= gk=¢ %

! 1

Die Unterteilung des Gradmal3es erfolgt analog zur Uhrzeit in Minuten und Sekunden:
1° £ 60° (60 Minuten) 1’ £ 60" (60 Sekunden) 1’ £ 3600”

Beispiel 3.7

a) 17°12/'23" = 17° + 12’-61—5, + 23”-?"0,, = 17,206° £ Z17,206° = 0,3003 rad

b) 1,234 rad = 4801 234 £ 70,703° = 70° + 0, 703°- 619,' — 70°42,18'
- 70°42' +0,18' -89~ - 7074221

ACHTUNG: Uberpifen Sie bei Benutzung eines Taschenrechners die eingestellte Einheit (RAD
= Bogenmal3 oder DEG = Gradmal3; GRD = Neugrad spielt praktisch keine Rolle)!!!

ing = 2 _b
Winkefunktionen Sha =< _ cose = ¢
tane = 4 = &7 cotazgz—?rfs

. 1 cot =

a tan =
o n >

b COS X 1
rechtwinkl. Dreieck Einheitskreis

Einige ausgewahlte Werte der Winkelfunktionen: (Tabelle 3.1; n.d. = nicht definiert)

X | 020 |Z£30° 2 L245° £ L60° L L Q0°
snx | 2 =0 F-41 Z Lo L
tanx | 0 % 1 /3 nd
cotx | n.d. J3 1 % 0
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Graphische Dar stellung:

sin(x+ 2r) = sSnx COS(X + 27r) = COSX

¥

v =cotx
Jk

s

|
(=l %)

=
(SSIES]

- 2

ra
o
I
m

|
|
|
|
|
-/
|
|
|
|
|
|

tan(x + ) = tanx cot(x + ) = cotx

Trigonometrische Funktionen kénnen durch Additionstheoreme umgeformt werden. Man sollte die
ungefadhre Struktur kennen und fir welche Umformungen sie geeignet sind. Hier einekleine
Auswahl. (Die unterstrichenen werden besonders haufig benétigt.)

Additionstheoreme

cosx = sin(X+ %) snx = cos(X - %) sSn®x+ cos?x = 1
sin(2x) = 2sinx-cosx COS(2X) = COS?X — Sin?X tan(2x) =%
_ . . tanx + tany 2 1
sSn(xty) = sinxcosy + cosxsiny tan(xty) = 1+ tan?x =

(x£) y y (X£y) 1 — (+tanx-tany) COS?X

COS(X +Y) = COSXCOSY — SINXSINy COS(X—Y) = COSXCOSY + SNXsiny

Sinus- und Kosinussatz (fr beliebige Dreiecke)

a:b=gdne:sng
Sinussatz: a:c=sna:sny

b:c=dng:sny

Kosinussatz: ¢? = a? + b? — 2abcosy
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Ubungen
3.9 Rechnen Sie (ohne Taschenrechner) die gegebenen Winkel in Gradmal? bzw. in Bogenmal3 um!
a) o =45 b)e =135° C) ¢ =240° d)¢ = 315°

_ 2z _ 3r _ 1lrx _Ir
€)X = 3 f) x ] g) X 6 h) x 6

3.10 Rechnen Sie die gegebenen Winkel in Gradmal? bzw. in Bogenmal3 um!
a) ¢ = 35°46'12" b) ¢ = 217°58'08"
c)x=2>51lrad d)x=0,87rad

3.11 Verifizieren Sie die Werte aus Tabelle 3.1 (aufRer 0° und 90°)durch Anwendung des SATZES
VON PyYTHAGORAS am rechtwinkligen gleichschenkligen bzw. am gleichseitigen Dreieck.

3.12 Bestimmen Sie ohne Taschenrechner aber unter Verwendung von Tabelle 3.1 die
Funktionswerte von sinx, cosx, tanxund cotx fur

Ix=L bx=3L gx=4Z dx=ZL ¢=10
flo =135 g)p=330° h) g =210° i)g = 270°

3.13 Berechnen Sie jeweils die Werte der drel anderen Winkel funktionen
ina = 24 __2n _ 12
a) sna = 55 b) cosa To? C) tana S

Hinweis; Additionstheoreme verwenden.

3.14 Formen Sie mittels Additionstheoremen um:
a)yzsin(%xwr) b)y=cos(%n—%) 0y = tan(z — X)
d)sin(a—%)+sin(a+%) e)sin(%+a)+cos(%+a)

3.15 Losen Sie folgende Gleichungen:
a)s'n(%) =1/3 beos(+%L)=21J/2 Otanx=1-42

3.16 Zwei Stral3en stofRen im Winkel von g = 108, 205° aufeinander. Sie sollen durch einen
Kreisbogen mit dem Radius R = 250m verbunden werden. Wie lang ist der Bogen AB ?

3.17 Aus einem Kreissektor mit dem Zentriwinkel g = 128,21° und dem Radiuss = 38,2 cm
entsteht durch zusammenrollen ein Kegel. Wie groRist der Offnungswinkel ¥ des Kegels?

3.18 An einem Punkt greifen zwel Kréfte F; = 280 N und F, = 450 N an, deren Wirkungslinien

den Winkd 6 = 53°20 bilden. Berechnen Sie die resultierende Kraft Fr und den Winkd ¢
zwischen F1 und der resultierenden Kraft.
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4. Graphische Darstellung elementarer
Funktionen

Oftmals reicht es aus, sich einen groben Uberblick tiber den Verlauf des Graphen einer Funktion
zu besorgen (qualitativer Verlauf). Diesist mit moderner Rechentechnik, aber auch schon mit
grafikfahigen Taschenrechnern im Prinzip kein Problem. Trotzdem sollte man derartigen
Ergebnissen nicht blind vertrauen. An vielen Stellen ist es unerld@ich, die Graphen der wichtigsten
elementaren Funktion zu kennen und aus diesen Kenntnissen heraus die Graphen ahnlicher
Funktionen herzuleiten. Einige markante Funktionswerte kann man dann durchaus zum Zeichnen
heranziehen, um das Ergebnis abzurunden.

4.1 Manipulation mit Funktionsgraphen

&
b4

w=t(x]

\

-
4
Wir setzten zunéchst voraus, dass der Graph der betrachteten Funktion bekannt ist. Einige

Manipulationen werden an diesem Graphen (vgl. Skizze) veranschaulicht. Beachten Sie, dass sich
bei diesen Manipulationen auch der Definitionsbereich der Funktion verandern kann.

Spiegelung:

Wk F 3

=169 y
P
N =169 v
. /_\)/ F
-
//\jﬁ .
x

Spiegelung an x-Achse Spieglung an der y-Achse
Von besonderem Interesse sind Funktionsgraphen, die bel gewissen Spiegelungen invariant
bleiben, d.h. sie &ndern sich nicht.
Eine Funktiony = f(x) heil3 gerade, wenn sie bel einer Spiegelung bzgl. der y-Achse invariant
bleibt, d.h. f(—x) = f(x)
Eine Funktiony = f(x) heil%t ungerade, wenn sie bel einer Spiegelung bzgl. der x-Achse und
anschlieffenden Spiegelung bzgl. der y-Achse (oder umgekehrt) invariant bleibt, d.h. —f(—x) = f(x).
(Man sagt: Die Funktion ist symmetrisch zum Koordinatenursprung.)
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Verschiebung (Trandation):

Die Verschiebung (Trandation) des Funktionsgraphen ist ein geeignetes Hilfsmittel, um schnell
einen Uberblick tiber den qualitativen Verlauf der Funktiony = f(X — Xo) + Yo zu bekommen. Man
zeichnet dazu zunéchst ein in den Punkt Py = (Xo,Yo) verschobenes Hilfskoor dinatensystem
(gepunktete Linien) und anschlief3end darin den urspriinglichen Graphen.

F 3 L]
¥ '
. [ E S LN

=t N \h
\\/\ %l ...B .

Merke: Der Graph der Funktiony = f(x — Xo) + Yo entsteht, indem man den Graphen der Funktion
y = f(X) um Xo Einheiten in x-Richtung und um y, Einheiten in y-Richtung verschiebt:

¥

Verschiebung erfolgt fir yo > O Yo <0
Xo >0 nach rechts und oben nach rechts und unten
Xo <0 nach linksund oben  nach links und unten

4.2 Lineare Funktionen

Normalform der Geradengleichung:

&

¥

y=mx+b f(x) = mx + b, (mb e R)

/ ;
Beispiel 4.1 (Man schaue sich hierzu auch nochmals die Beispiele im Abschnitt 3 an.)
a) Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden, die durch die Punkte P1(—2, 1) und P,(3,-1) geht.

1. Lésungsvariante:
Die Geradengleichung mul3 die Bedingungen

Die Gerade hat den Anstieg m = tana, (a # 90°).

m(-2)+b=1undm3+b=-1
erflllen. Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt:

(-2m+b)— @Bm+b) =1-(-1) > -5m=2 == m= _%_

In eine der beiden Gleichungen eingesetzt folgt:
(-2 _ ~1-4_1
~2(-£)+b=1=b=1-4 -1

Also ergibt sich als gesuchte Geradengleichung:
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__ 2y, 1 —
y = 5x+50dery 0,4x+0,2.

2. Losungsvariante:
Unter Verwendung der Zweipunktform der Geraden (vgl. Abschnitt 3) erhalt man:
y-1 _ (-1 _y-1_-2 1-_2 _ 2y, 1

x—(—2)_3—(—2):>x+2_ S >y-1 t(X+2) =y 5x+5.
b) Stellen Sie die lineare Funktiony = 0,6x + 1,5 graphisch dar.
LOsung:

Man trégt zunéchst b = 1,5 auf der y-Achse ab

und konstruiert anschlief3end den Anstiegm = 0,6

mit Hilfe des Steigungsdreiecks.

y=0,6x+1.5
Fy

w=0.bx+1.5

Eine andere Variante wére, zwei verschiedene
Punkte der Geraden zu bestimmen. Einen
erhdt man sofort mitx; = 0, y; = b =1,5.
Dann wahit man willkdrlich x, = -1(z.B.) und
erhdty, = 0,9 (in diesem Falle).

4.3 Quadratische Funktionen

y=ax+bx+c, (abceR, a*0)

Wir formen zuné&chst die quadrati sche Funktion um
y=ax2+bx+c=a[x*+2x+ <] = a[(x+ by ()24 %] (vgl. Abschnitt 2.2)
= af (x+ b2y dac? ] = a(x+ b )2 dach?
Unter dem Blickwinkel von Abschnitt 4.1 handelt es sich um eine Funktion der Form
y = f(X— Xo) + Yo mit f(X) = ax?, xo = —2%1 und yo = 43‘2—;b2.

Es liegt also eine Trandation der Funktion f(x) = ax? vor. Man muR somit die Parabel y = ax? in
das nach Py = (Xo,Yo) verschobene Hilfskoordinatensystem einzeichnen. Anders formuliert, man
verschiebt einfach den Scheitel punkt der Parabel nach S = Py = (Xo, Yo).

Der Graph der quadratischen Funktiony = ax? + bx + ¢ ist eine Parabel.
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" Symmetrieachse i Symmetrieachse
¥ I y '

B=lxy-%,]

Koordinaten des Scheitel punktes:

. _h2
S = (Xo0,Yo) MitXg = —Z—ba, Yo = %, (a = 0).

Einprégsamer ist die Berechnung des Scheitel punktes in folgender Form:

Xo = Xl;zxz , Yo ="f(Xo)  wobe Xxi,X, die Nullstellen der quadratische Funktion sind.
Falls die Nullstellen redll sind, hat man sofort einen qualitativen Uberblick tiber die Lage der

Parabdl.

Beispiel 4.2

Man stelle die Funktiony = x? + x + 1 graphisch dar.

Losung:y = X2 +x+1 = (x+3)2 -+ +1 = (x+2)?+ 3 (quadr. Ergdnzung). Man muss also
den Scheitelpunkt der Parabel y = x? nach S(—1; 2) verschieben.

274
y.ll.
3__
!
| {
2
“\ 21 ;Y
. !
L /4
4
o
: : : -
-2 1 21 1 x
2
Beispiel 4.3

Man |6se die Ungleichung x? + X — % < 0.

Lésung: Mit den Erfahrungen aus Abschnitt 2.2 erchdt manL = (-3, 3)

&
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4.4 Potenzfunktionen
f(x) = x, x>0 aeR, a0 a+1

flr spezielle Exponenten a sind sie auch in der ganzen Menge R (bzw. fir x = 0) definiert.

lFal:a=neN, xeR

n= 2k - gerade n=2k+1-ungerade
107
gl y=x" Y=
6 L
4 L
21 .
| 1 2
-2 1
Bemerkung:

Die Funktion f(x) = x" ist fir geradesn = 2k eine gerade und fir ungeradesn = 2k + 1 eine
ungerade Funktion.

2. Fall: a=-n, neN, xeRx=+0

n - gerade n - ungerade

o I

3Fal: aeQ\Z, x>0
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4 y=xz;' a>1

3

Z

1 y=xz;' 0<a<1

]

05 1 1% 2

Beispiel 4.4
Man skizziere den Graph der Funktiony = —(x + 1)%.
LOsung:

Die Funktiony = —(X + 1)% entsteht durch Spiegelung der Funktiony = (X + 1)% an der x-Achse.
Diese wiederum entsteht aus der Funktiony = x7 durch eine Verschiebung um xo = —1; Yo = O.
(Man beachte, dal3 man (x + 1)% = (X— (—1))% schreiben muf3, um unmittelbar xo = —1 ablesen
Zu kénnen!)

Den qualitativen Verlauf der Funktiony = x7 entnimmt man dem obigen 3.Fall mita = % <1
Damit haben wir ale wichtigen Parameter, um sofort den Graphenvon y = —(X+ 1)% skizzieren
zu konnen.

y-eet)’

4.5 Exponentialfunktionen

y=a, a1l a>0xeR

4 4
o
3 3 y-a
y=a. [0<a<1]
2 [a>1] 2
-2 0 2 3 0 2
-1

Bemerkung:
Man beachte, da3y = a* fiir 0 < a < 1 monoton fallend ist.
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Beispiel 4.5
Man stelle die Funktiony = 1 — e™*, (x > 0) graphisch dar (Séttigungsfunktion)

Die Funktiony = 1 — e entsteht T
durch Spiegelung der Funktiony = ™ T y=1- e
an der x-Achse und anschlieRende Ver- asl

schiebung mit xo = 0; yo = 1.

4.6 Logarithmusfunktionen

y=log,x, a*1l a>0x>0

3

2.
[a>1) (0<a<1)

'].
' 1 2 3
K 0

1 2 2 <
-2 -1t
3 3
Bemerkung:

Man beachte, dal3y = log,x fur 0 < a < 1 monoton fallend ist.
4.7 Weitere elementare Funktionen

Dietrigonometrischen Funktionen
y=8nx y=C0SXx y=tanx Yy = cotx
wurden bereits im Abschnitt 3.3 erwahnt.

Gelegentlich spielen auch noch die folgenden Funktionsklassen eine Rolle. Nahere Informationen
zu diesen kann man bei Bedarf aus jedem Taschenbuch Mathematik erfahren.

Arkusfunktionen (Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen mit el ngeschrénktem
Definitionsbereich):
y = acsnx y=arccosx Yy =arctanx Yy = arccotx

Hyperbolische Funktionen:
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— _ ef-e* _ _ e+ _ _ _snhx _ __coshx
y=4dnhx = £3F- y=coshx= - y=tanhx= 2 y=cothx= 2=

Areafunktionen sind die Umkehrfunktionen der hyperbolischen Funktionen:
y=arsnhx y=arcoshx y=artanhx y = arcothx

Ubungen
4.1 Begstimmen Sie den Definitionsbereich folgender Funktioneny = f(x) und skizzieren Sieihre
Graphen (ohne Erstellung einer Wertetabelle; Funktionen einer Teilaufgabein eéinem
K oordinatensystem darstellen)
dy=3x-1 y=—(3x-1); y=3(x-1
b)y=-2x+15 y=-2x+2)+15 y=0,3x-0.7
Qy=2x% y=(2x?% y=2x2-2
dy=x-1)?% y=x2-2x, y=-X>+4x-2
9y = x+1; y= 3X4)fl; y= (x+11)2
fly=vx+1;, y=-Jx+1+1 y=4/x+1
Qy=x+2; y=|Hx+2-1]; y=-i=x+2
hy=Inx-1); y=-Inx-1)+2;, y=In1-x)
y=2%l y=-2x11: y=[2-2|

e—-1 fur x>0

—X fur x<0O

Ny=

o« ) i . ) o« L
Ky =d9n2x;, y=29nx, y= sm(—2 )
4.2 Schranken Sie in den folgenden Fallen gegebenenfalls den Definitionsbereich so ein, dass eine
bijektive (eineindeutige) Funktion entsteht! Geben Sie sodann die Umkehrfunktion an!
aAy=x>+1 b)y = [2x + 4] Oy=2x3+2
d)y = 2snxcosx €y=In2x+3)—-4

4.3 Stellen Sie die Exponential- und Logarithmusfunktionen als solche mit der nattrlichen Basise
dar!
aQy=23* by=03%-1 c¢y=3log:x d)y=2lg@3x+1)

4.4 Wie unterscheiden sich die Graphen der Funktionen
Ay=fx) Dby=f+yo ©y=Ffx-—x) dy=FfX-x)+yo ?

4.5 Eine harmonische Schwingung l&/3 sich durch die Gleichung y = A-sin(et + a) beschreiben.
Dabei ist A die Amplitude, o die Kreisfrequenz und « die Anfangsphase.

Wie beeinflussen die Parameter A, @ und a den Graphen der Sinusfunktion? Skizzieren Sie die
Graphen fir

AA=1a=0 0=05bw. o =2

b)w=1 a=0 A=0,5bzw. A=2

OA=1 o=1, a=—7 bzw.az%

4.6 Welche Periode haben die Funktionen
a)y=9nx+cosx b)y=snx-cosx C)y=tan2x?

4.7 Welche Anfangstemperatur 3o darf eine Flissigkeit in einem Behélter hochstens haben, wenn
sie durch eine Rohrschlange mit der konstanten Temperatur 3; = 15° in einer dreiviertel Stunde
auf 90° und in 2,5 Sunden auf 30° abgekihlt sein soll?

Hinweis: Die Temperaturabnahme vom Anfangswert 9 auf die Temperatur $; des Kihimediums
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verlauft exponentiell nach der Gleichung
9 =381+ (190 - 91)-eKt.
Dabel ist k eine Materidkonstante mit der Mal3einheit [%].

4.8 @) Bestimmen Sie eine lineare Funktion, deren Graph durch die Punkte Po(1;2) und P1(3;7)
geht!

b) Bestimmen Sie eine quadratische Funktion, deren Graph durch die Punkte Po(-1; 3), P1(0;-1)
und P»(1; 3) geht!

4.9 Welchen Winke bildet die Gerade mit der x-Achse in positiver Richtung?
ay=2x by=3&+4 0¢)3(y-1 =12x+5

5. Differenzieren und Integrieren

5.1 Ableitung einer Funktion

Wir betrachten eine Funktion y = f(x) und bezeichnen mit Ax den Zuwachs des Argumentes x.
Dann erfahrt die abhéngige Variable y den Zuwachs Ay = f(Xo + AX) — f(Xo). (Siehe Skizze!)

y=1{x)

Fot AY
%o
><0 ><O+ﬁ.>{
S —
Ax

In vielen naturwissenschaftlichen Fragestellungen taucht der sogenannte Differenzenquotient auf:

Ay _ fxo+AX) —f(Xo) _ Y1—Yo _ f(Xx1) —f(Xo)
AX AX X1 —Xo X1 —Xo !

wobel X1 = Xg + AX,
y1 = f(X1) = f(Xo + AX) = yo + Ay.

Geometrisch interpretiert, gibt er den Anstieg der Sekante an (vgl. Skizze). In technischen
Anwendungen handelt es sich oft um einen Durchschnittswert.

Beispiel 5.1
) Durchschnittsgeschwindigkeit: v = AS - S1=So _ Wegdifferenz (aurtickgelegter Weg)
At ti-to Zéitdifferenz (Zeitspanne)

b) Durchschnittsbeschleunigung:
. _ Av _ vi—Vvo _ Geschwindigkeitsdifferenz (-anderung)

At t1 —to Zéitdifferenz (Zeitspanne)

c) Durchschnittsstromstarke:  » = AQ _ Qu-Qo _ Ladungsdifferenz (-anderung)

At ti1 —1o Zéitdifferenz (Zeitspanne)

Seite 36



Fur den Grenzllbergang Ax — O erhélt

man geometrisch den Anstieg der Yo+ Ay
Tangente an den Graphen der Funktion "
an der Stelle xo. y

0

Definition: Die Funktiony = f(x) heif in Xo differenzierbar, wenn der folgende Grenzwert

existiert
df _ i AY _ f(Xo + AX) —f(X0) _ i) X = f(Xo)
Foo) = 00 = Moy = M=o~
Fur die Ableitung (oder auch Differentialquotient) schreibt many' = f'(x) = dd)f( Si

In technischen Anwendungen, wenn die unabhangige Variable die Zeit t ist, bevorzugt man auch
die Schreibweiseyy.

Beispiel 5.2
Betrachtet man im Beispiel 5.1 At — 0, so erhdt man statt des Durchschnittswertes den
Augenblickswert.

a v=5=95  (Geschwindigkeit)
b) a=v= g— (Beschleunigung)
c i= Q= —b (Stromstérke)

Beispiel 5.3
Man bestimme die Ableitung vony = x2.

) o fxo + AX) —f(xo) Xo+AX)2 = x5 . XB+ 2XoAX+AX? — X3
y () = lim AX = im X =Am AX =
B XoAX +AX? _
= lim ST = fim@6 -+ 0 = 2%

>y = (x?) =2

Eine Tabelle der Ableitungen elementarer Funktionen finden Sie in jedem Taschenbuch der
Mathematik. Die am haufigsten vorkommenden Ableitungen sollte man nach einiger Ubung
beherrschen, ohne nachsehen zu missen! Hierzu gehdren die folgenden:
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Funktion f(x) Ableitung f'(x) Definitionsbereich

Potenzfunktion X axet x € R,fadlsa € N
x # 0,fdls(—a) € N
X > 0,sonst
Trigonometrische Funktionen sinx COSX xeR
COSX —8nx xeR
tanx 12 = 1+tan’x| x# % +kr,kganz
COS°X
Arkusfunktionen arcsinx 1 X <1
1-x°
arctanx 1 > xeR
1+x
Exponentiafunktion e* e xeR
aX (Ina)-a* xeR,unda>0,a+1
Logarithmusfunktion Injx| % x| = O
1
log, x| na)x x#+0unda>0,a+1

5.2 Technik des Differenzierens

Funktionen differenziert man unter Verwendung der Ableitungen der Grundfunktionen und den
Differentiationsregeln.

Faktorregd: [cf)] = cf (X)

Beispiel 5.4a) y = %x3 >y = %(x3)’ = %-3x2 = 2x?
_ ;o o r _ 1

b)y=2/X =Yy =2(/X) =2(x") =25x"2 = 3

Summenregel: [f) + 9] = f () +9' (%

Beispiel 5.5a) y = 2+ x2 = Yy = (In2)-2* + 2x
b) y = 2snx — 3tanx = y' = 2cosx — 3(1 + tan?x)

Produktregel: [f(x)-g0)] = f (x)-9(x) +f(x)-g'(x) oder kiirzer: (f-g)' = f.g+f-g’

Beispiel 5.6 a)
y = x2cosx = Y = [x?] cosx + x?[cosx]' = 2XCOSX + X2(—SiNX) = 2XCOSX — X2 SinX

b)y=xX-1Inx=>y = (x—1) Inx+ (x-1)Inx]’ = 1-Inx+(x—1)-% = Inx—% +1

- [ T F-90 - f(x-g' () o (fY _ fg-fg
Quotientenregel: [ o ] S oder kiirzer: () =
Beispiel 5.7a) y = ;2—_1

xX-1D'*-2)-x-D*-2)' _ 1.(-2)-(X=-1)2X _ x242x_2

>y = = =

(X% -2)? (X% - 2)? (X% - 2)?
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, _ (sinx)’ cosx —sinx(cosx)’  coSXCosxX — SINX(—SiNX)  cos?x + sin?x

b)y = Sinx
)Y = cosx =Y (cosx)? (cosx)? (cosx)?

~ (cosx)?

Kettenregel: [fgx))]’ = f'(u)-g'(x) mitu = g(x)

In anderer Schreibweise: dy = ﬂﬂ
dx du dx

Praktische Berechnung:
1. Schritt: Man bestimmt von der verketteten Funktiony = f(g(x)) die &ul3ere Funktiony = f(u)

und die innere Funktion u = g(x). (Im konkreten Beispiel nattirlich nicht so offensichtlich zu
sehen.)

2. Schritt: Man bildet die Ableitungen % = f'(u) und % = g'(x).
3. Schritt: Man bildet das Produkt f'(u)-g'(x) und substituiert u = g(x).

(Man erweitert formal einfach mit du ).

Beispiel 5.8

auRere Funktion: y = u* "= 4ud
dy=-(32+5)": | oy -
innere Funktion: u=3x2+5 = U = 6x
=y = 4ud6x = 4(3x? + 5)%.6x = 24x(3x? + 5)°

auRere Funktion: y=cosu = Yy =-sinu

b)y = cos(x® —1) :
)Y X ) innere Funktion: u=x3-1 = u = 3x?

=y = —dnu-3x? = -3x%snx® - 1)
aulere Funktion: y = Inu >y = %
oy=In1+JXx):
)Y (3+v%) innere Funktion: u=1+JX = U = —+_
2/x

1.1 __1 1 _ 1
U2/ 1+JX 2/Xx  2/X(1+JX)
d)y=acsnyl-x? :

>y =

auRere Funktion: y = arcsinu = Yy = 1
Ji1-u?
innere Funktion: u=4y1-x> = u = 7?22 (Nebenrechnung!)
AuRere Funktion: u= /N = u = —1_
Nebenrechnung u = v1-x? : 2V
innere Funktion: v=1-x> = VvV =-2X
S u = =L (2x) = ——X (Ende Nebenrechnung)
2V J1-x2
>y = 12.( Xz): 1 = X2:
1-u 1-x ‘/1_( 1—x2) J1-x
1 > fur 0<x<1
_ 1 X 1. ox 1-x
JI—1—x3) J1-¢ Kl 1% 1 — fir -1<x<0
1-x

Ubungen
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5.1 Bestimmen Sie die 1. Ableitung f'(x) folgender Funktionen f(x)! Fiir welche Werteist sie nicht
definiert?

ad y=-2x*+2x*-%+ b) y=ax-/bx®+<x-1 0 y=(/X-DIA+JX)

— (1-x3) (L _ _ __sinx e
d y=(1-x )(X2 2) e vy 7 (cosx)? f) y= x-arcsinx
9 y={Jx hy y= 2"33 i) y:mTX
) y=@a-xH? k) y= (1—X4)2°° ) y=sinx4
m) y=23¢ n y=(3)? 0) y=2s9n(g)
p) y=3acen2; qQ y=¥-1 r) y = e tanx
S y=In@+Jy1+x%) t) y= ex+g_§ U y=xe*

5.2 Fassen Sie den analytischen Ausdruck als Funktion der angegebenen Variablen auf und bestim
men Sie die Ableitung beziiglicher dieser Variablen!

a) R(@) = Acos(x + at) b) V(Ry) = Ril 4 R% 0) s(t) = —2t2 + sin(at)

d) A(B) = C-DB — F-BP &) (1) = L In(koot+1) f)v(s) = ,/%(1—5%), s>0
_ Fo _ ael - _ n

9 Al@) = my (o — wo)? + 462w? MR = ae 1M =2 ZR, + Rin?

5.3 Welchen Winkel bildet die Tangente im Punkt Po(Xo, Yo) an die Kurvey = f(x) mit der
x-Achse?

d y=yJX, Xo=1Db) y=snW2x), xo=4% ¢ y=xJ/x+1, X =3

5.4 Weitere Ubungen zum Differenzieren'

a) f(X) - Xz 4 b) f(X) - X+l C) f(X) - X2+4
d) f(x) = x2 4)2 e) f(x) = xe* f) f(X) = In(x®> + 1)
0) f(x) = % h) f(x) = /sin(4x) i) f(x) = / 2X+1
i) f(x) = xsnx K) f(X) = 255 +x2V2x—1 1) f(x) = x(Inx)?
m) f(x) = x2e™ + e*cosx n) f(x) = arcsin i‘iz 0) f(x) = 2% + Lintan %
p) f(x) = 1 arctan X‘/_ Q) f(x) = In Sosnx r f(x) = xzsn%
s) f(x) = arcsin+ t) f(x) = Jx/x/X u) f(x) = x¥*
=L — In—kK_ _
V) f(X) = w) f(x) = In Yo X) f(x) = J(2x+1)?
y) f(x) = €™ cos(bx) 2) f(x) = ,/% a) f(X) = arcsin 12’;2
B) f(x) = In(x+ Ix? +a? ) 7) f(x) = |2 8) f(x) = cos?x + sinfx|

5.3 Einfache Integrationsregeln
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Hinweis: Die Integralrechnung wird im Mathematik-Grundstudium noch einmal

ausfuhrlich behandelt. Zuvor werden aber einfache Grundkenntnisse in Physik
benttigt, so dass Sie die folgenden einfachen Beispiele und Aufgaben auf jeden
Fall |6sen sollten!

Daauf Grund der Definition des unbestimmten Integrals
F(x) = f(x) e j f(x)dx = F(x) + C
gilt, kann man aus der Tabelle der Ableitungen elementarer Funktionen (siehe Abschnitt 5.1) eine

Tabelle der Grundintegrale zusasmmenstellen, und diese durch Differentiation unmittel bar
nachprifen.

Beispiel 5.9 /

» B a+l B X(a+l)—l o
a)_[x dx = 1+C (a = -1), denn[ +1} _(a+1)—a+l =X
b) Isnxdx = —cosx+C, denn[-cosx]' = —(-sinx) = sinx.

Die folgenden einfachen I ntegrationsregeln kann man ebenfalls durch Differentiation sofort
Uberpriifen.

_[c-f(x)dx =cC _[ f(x)dx Q)

j [f(X) + g()]dx = j fO)dx + j g(x)dx 2)

jf(x)dx: FX) +C = jf(ax+ bydx = LF(ax+b)+C (@a=0)| (3

Mit Hilfe der Grundintegrale und dieser Integrationsregeln kénnen schon relativ viele Funktionen
integriert werden. Dabei ist es niitzlich, konstante Faktoren zu Beginn der Rechnung abzuspalten
und Briiche sowie Wurzelausdriicke der Variablen in Potenzschreibwel se darzustellen.

Beispiel 5.10

a) _[ 11x"dx Man kann den konstanten Faktor 11 vor das Integral *ziehen’ und die Aufgabe auf das
Grundintegral jx”dx zurtickfuhren: _[ 11x’dx = 11 _[ x'dx = %xa +C

b) I(Jx_3 —cosx)dx (x> 0)

Beide Summanden fhren auf Grundintegrale:

I(J_ cosx)dx = _[x 2dx— _[cosxdx =

0) _[ 3’_5)(X—f7)(dx (x = 0)
Der Integrandawi rd zunéchst umgeformt, indem man den Zahler gliedweise durch x* dividiert.
_[ 3’_5)(X—f7)(dx = j(% - x_53 + Fydx = 3IX_4dX— 5IX_3dX+ 7_[ Lax =
_ 33 5x? _ _L 5
=3 5 +7Inx|+C = + o +7Inx|+C
d) _[ cos(5x — 1)dx

Die Integrationsregel (3) kann mit ax + b = 5x — 1 auf das Grundintegra _[ cosxdx angewendet

—(snx) +C = %\/x_5 —snx+C

N|m N|m
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werden. _[ cos(5x — 1)dx = % sn(5x-1) +C

) I 9+ 16x2
Mit ’etwas Fantasie’ erinnert des Integral an das Grundi ntegral _[ n dx
dx _ 1 J’
9(1+ (%x)z) 1+( x)2
Nun kann die Integrationsregel (3) mitax+b = %x angewendet werden.
1.3 1

_ 4
=9 4arctan( X)+C = 15

Integranden um: _[ 9+ 1 6x2 =

1 4
I1+( 457 arctan( =+ x)+C

5.4 Integration durch Substitution

Die sogenannte M ethode der Integration durch Substitution beruht auf der 1dee, den
Integranden im Integral _[ f(x)dx durch Einfuhrung einer neuen Variablen (Durchfihrung einer
Substitution) in ein’ einfacher’ gebautes oder sogar in ein Grundintegral zu UberfUhren. Fur den

Anfang gentgt es, wenn Sie in dem folgenden Speziafall das Integral durch Substitution [6sen
konnen.

Substitution:
, x = o)
j oM’ ®dt=| 4 - j f(x)dx = F(x) + C = F((t) + C.
a = ? ®
> dx = ¢/ (t)dt

Durch die spezielle Form des Integranden f(o(t)) e’ (t) bietet sich sofort die Substitution x = ¢(t)
an, die bei Kenntnis des Integrals _[ f(x)dx zum Ziel fuhrt. Die Schwierigkeit besteht allerdings

darin, diese spezielle Form bei einem konkreten Beispiel auch wirklich zu erkennen.

Beispiel 5.11 @) Man bestimmej(gnt)zcostdt

Lésung: Der Integrand (sint)2 cost hat die Form f((t))e' (t), wobei ¢(t) = sint ist (denn cost ist
jadie Ableitung von sint). Es bietet sich also die Substitution x = sint an.

Substitution:

I(S'nt)zcostdtz o szdx— rc- S0,
% = cost 3 3 :
= dx = costdt

b) Oft hat der gegebene Integrand zwar nicht die Form f(¢(t))¢’ (t), kann aber durch ” Erweitern”
mit einem konstanten Faktor auf diese Form gebracht werden.

Man bestimmejx-\/x2 +1dx

Lésung: Da (x? + 1) = 2xist, kann der Integrand x4 x? + 1 durch erweitern mit 2 auf die Form
%(ZX) VX% + 1 gebracht werden. Es bietet sich also die Substitution u = x> + 1 an.

(Das Erweitern muf3 man nicht unbedingt durchftihren, es reicht zu erkennen, dal3 der Integrand
von einem konstanten Faktor abgesehen die Form f(g(t))e’ (t) hat.)
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Substitution:

u = x2+1 u 1 1
IJX2+1xdx= du _ o =_|.,/E7=7_|.u2du=
dx

= du = 2xdx

1U% C_lJ_a C_l 2,13 4 C
§£+—§-u+—§-(x+)+
2

¢) Im néchsten Beispiel hat der Integrand nicht die Form _[ f(p(x))e' (X) dx, kann aber durch

elementare Umformungen auf die gewlinschte Form gebracht werden. Man bestimme _[ sindxadx

Lésung: Durch die Umformung sin®x = sin?x sinx = (1 — cos?x) sinx wird der Integrand auf die
Form f(p(X))e' (X) mit p(X) = cosx gebracht. Mithin fihrt die Substitution u = cosx zum Ziel.

Substitution:
u = CosX
Idn3xdx = _[(1 —cos®)sinxdx = | 4, _ = _[(1 — u?)(—du) =
e = —dnx
dx
= du = —snxdx
u® cos®x
—U+ S5 +C= —COSX + =5 +C.

Eine wichtiger Speziadfall ist dielineare Substitution x = ¢(t) = at + b. Esgilt

Substitution:
~ X = at+b ~ a1 1
jf(at+b)dt_ i _jf(x) X _ 1lrx+c= Lr@t+bm+C @20
E a
= dx = adt

Diese Formel haben wir schon als Integrationsregel (3) im Abschnitt ” Einfache Integrationsregeln”
kennengelernt. Nach personlichem Geschmack sollte man entscheiden, ob man lieber mit der
fertigen Integrationsregel arbeitet oder etwas’ umsténdlicher’ und jedesmal detailliert die lineare
Substitution durchfuhrt.

Ein weiterer Sonderfall soll nicht unerwahnt bleiben.

Substitution:
jwdtz T ew — [ & —InK+C = Inlp®I+C, (p(t) = 0)
o(t) & - o0 X !
> dx = ¢'(t)dt
Beispid 5.12
Subst.:
a) Ie4x+6dx= Uu = 4x+6 =Ie“d7f=%e“+0=%e4"+6+c
du = 4dx
Subst.:

__bXx+5 = _ 2 _ ﬂ _ _ 2
b)_[ 3x2+5x+8dx u = 3x°+5x+8 _[ 7 = Inju[+C = In|3x* + 5x+ 8|+ C
du = (6x+5)dx
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Ubungen
dx
5.5a)
! 5
X_
5.69) | o dx

b) [ 2 d
) | o
b) [ (2x + 3)2clx

5.7 Q) _[(6x2 +sin2x)dx

5.82) [(J/X — D(JX + Dk b)fm

5.94) _[ cos®x- sinxdx b) _[ InTde
2 3x2dx
5.10 &) _[xe ("de y b) _[ o537
+ X)dx 2
5'11a)j—x2+10x+30 b) Ixcos(x + 1L)dx
e dx b (2x — 1)dx
129) ,[ (e — ) X2 —x+5
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b)_[ 2x+,/xi+3dx

c)j(%)xdx

C) I(Ze" — 7cosx)dx

3e + e*cosx
©) I de

1
C)-[ cos?(3x + 3) o
Q) J’ xdx

X2+ 9
etanx

CoSs2X
dx
xInx

C) dx

c)

o J' (1-xydx
J2x—x2



