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DIFFERENZIALGLEICHUNGEN 1.O0RDNUNG

Trennung der Variablen

Eine DGL der Form

y&x) =f(x)>g(y)

kann man u. U. geschlossen |6sen:

Lineare Differentialgleichungen

ye+f(x) >y =g(x)

Allgemeine Losung y, =y, +VY;:

Y =€ {p(x) = dx +C).

Dabei ist F(x)=¢§(xpx und CT R.

Liegt ein Anfangswertproblem vor, so ermittelt man anschlief3end mit Hilfe der
Anfangsbedingung den/die Wert/e fir die Integrationskonstante C.

Spezielle Nichtlineare DGL en

a) Bernoullische Differentialgleichungen

y¢+b(x)xy +c(x)xy* =0

Mit der Substitution

entsteht die lineare DGL
ut+(1- a)b(x)x = (a- 1)x(x)

b) Riccatische Differentialgleichungen

y®+ b(x)xy + c(x) xy* = g(x)
Kennt man eine spezielle Losung y ,, so flhrt die Substitution

ye+blx)xy +c(x)y* =0

auf eine Bernoullische DGL.
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LINEARE DGL EN 2.0RDNUNG MIT KONSTANTEN
KOEFFIZIENTEN

ay @+ by®+ cy = g(x)

1. Schritt: Losung der zugehorigen homogenen DGL ay @+ by¢+cy =0

Charakteristische Gleichung der DGL
a?+bl +c=0.

Es gibt stets 2 reelle Fundamentallésungen y1 und y, der homogenen DGL.:

1.Fall Zwei verschiedene reelle Wurzeln |, * |,

Y1 =e' Y, e
2.Fall Eine reelle Doppelwurzel | =1, =1,
y:L:elx y2:Xelx

3.Fall Ein komplexes Wurzelpaar | ;,, =a £bj
y, =€e% xcosbx y, = €% >xdn bx

Allgemeine Losung der homogenen DGL

yH = C1yl + C2y2

2. Schritt: Spezielle Losung der inhomogenen DGL

Storfunktion Geeignete Ansatzfunktion

— 2 n
g,(x) =b, +b,x +b,x? +...+b x G.(x)= B, +BX+B,x?+ .. +B X"
Resonanzfall: | =0

g,(x) = a>cos(kx)
9;(x) = b>sin (kx)

g, (x) = axcos(k) + b>sin (kx) G, (x) = A xcoslkx) + B xin (kx)

Resonanzfall: | = k|

gS(x) = €™ (b, +bx+b,x" +...+b,x") Gs(x) =e™ (B0 +B X +B, X% +...+ an”)
Resonanzfall: | =m

gB(X) = errx (a>COS(kX) +-b @n(kX)) Gﬁ(X) - em( (A )COS(kX) + B >gn(kx))
Resonanzfal: | = mz k]

Im Resonanzfall ist jeweils der Faktor x” hinzuzufligen, wobel r die Vielfachheit der Wurzel
ist.
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LINEARE DIFFERENZIALGLEICHUNGSSY STEME-SYSTEME
1.ORDNUNG MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN

0 a8, a,0 &y, (X)o_am,(x)0
gyg gaﬂ 22ﬂ>§y2(x)ﬂ ggz(x)ﬂ

Ausder Charakteristischen Gleichung

-
a, &, -0
Ay 8y - I
ermittelt man die Eigenwerte | , und | ,
Aus
@-11 - | a12 O wl O @O
Ay Ay, - | & ﬂ uzﬂ Oﬂ
() O (2) 0
erhdlt man dazugehdrige Eigenvektoren ?1 -y & .
u2 ﬂ u2

und damit die allgemeine Losung des homogenen Systems :

PReKe
=C, 1 ->e X+
u2 u2

ajl(Z)
(2)

l

Yz

_>(e 2X

QIIO

Eine spezielle Lésung der inhomogenen DGL erhdlt man Uber einen speziellen Ansatz oder
Uber die Variation der Konstanten.
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NUMERISCHE LOSUNG VON ANFANGSWERTPROBLEMEN

DGL:
AB:

y&x) =f]x,y (3]
y(Xo) =Y

Polygonzugverfahren von Euler-Cauchy:

yi+1:yi+hxf(xi’yi)’i:(o’l'z"")

Verbessertes Polygonzugverfahren (Verfahren von Heun):

yi*+1 =y, +hX(x;,y))
h .
Yia =Yi +E){f (Xi,Y:) +f(xi+1’yi+l)]

Das klassische Runge-Kutta-Verfahren

kK® =h>(x,,y,)
k® :hxfg?(. +E,yA +£>4<§1)9
i & i 2 i > D o
KO = hxf(??( +E,y. 1420
i & i 2 i 2 i o

k@ =hx(x, +hy, +k®)

K, =1k +2k@ + 2k +K®)
1 6 1 I I I

Yia =Y K

=123, ..

,i=(0,1,

2,...)
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REIHEN MIT KONSTANTEN GLIEDERN

¥ -
Geometrische Reihe: & q" hat die Partialsummen: s, = I g

n=0 -q
Konvergenz fur |q| <1; Bestimmte Divergenz fur q3 1;

Unbestimmte Divergenz fir g £ (- 1)

¥

. . o]
Harmonische Reihe: a
=0

1 ¥ ist bestimmt divergent.
n

=)

¥
Aber: é —— ist konvergent.
n

n=0

1. Kriterium (Vergleichskriterium):

¥ ¥
Sind § a, (1) und § b, (1) Reihen mit positiven Gliedern, so gilt :
n=0 n=0
a) Ausder Konvergenz von (1) und der Beziehung a, £ b, fur dle n > n, folgt die

Konvergenz von ().
b) Aus der Divergenz von (I1) und der Beziehung a, 2 b, fir ale n>n, folgt die

Divergenz von (1).

2. Kriterium (Wurzelkriterium):

¥
Ist § a, eineReihemit positiven Gliedern und gilt lim 5/a, =g, dann ist die Reihe fir
n=0
g <1 konvergent und fir q >1 divergent.

3. Kriterium (Quotientenkriterium):
And og zum Wurzelkriterium gilt:

a,,
Ist a a, eine Reihe mit positiven Gliedern und gilt I|m S =(, dann igt die Reihe fir
n=0 n
g <1 konvergent und fir q >1 divergent.

4. Kriterium (Leibniz-Kriterium):

¥
Wenn in einer alternierenden Reihe é (-D"a, , a,>0,deGlieder betragsméaldig

n=0
monoton abnehmen, d. h. a,,, <a, fur n >n, und gegen Null streben ulg; a, =0), S

konvergiert die Reihe.
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EINIGE KONKRETE REIHEN MIT KONSTANTEN GLIEDERN

5 1 s (-1 _1
! éﬁze 5 é‘(nl) :E

n=0 " n=0 d
=

n=0 n=

¥ (. 1)n+1 g (_ 1)n+1 p
5 £ | =In2 6. ==

20 n " 20 2n-1 4

POTENZREIHEN

S . n
a a.x

n=0

bzw. algemein

¥

[¢}

a a'n (X - XO)n
n=0

1. Fall: Die Potenzreihe konvergiert nur fir x=0 bzw. x=x, (trivialer Fall).
Man sagt: Die Potenzreihe ist nirgends konvergent.
2. Fall: Die Potenzreihe konvergiert fur ale reellen x.
Man sagt: Die Potenzreihe ist iiberall konvergent.
3. Fall: Die Potenzreihe konvergiert absolut in einem Intervall (- R,R) baw. (x, - R,Xx, + R)
und divergiertin (- ¥,-R)E (R, ¥) baw. (- ¥,%, - R)E (x, + R, ¥).
Fur x =-Rund x = R ist das Verhalten von Reihe zu Reihe unterschiedlich.

R heildt Konvergenzradius der Potenzreihe:

1_. .a
= =limzfla,| = lim —=*.
R ne¥ ne¥ g

TAYLOR-Reihen bzw. MACLAURIN-Reihen sind spezielle Potenzreihen:

g . § M0,
f(x):a#%x-xo) bzw.f(x)za%xx

n=0
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UBERSICHT UBER DIE WICHTIGSTEN
REIHENENTWICKLUNGEN

1. ee=gq— , XIR
n=0 n!
¥ _ n-1 .
2, |nx=§¢$(x-1)n , x1(0,2]
n=1 n
¥ _ n-1 .
In(1+x)=§1( D xi (-11
n=1
g X" N
In- x)=-§— , x1[-1)
n=1
¥ (_1\" 3 5 7
3.  dnx=§ CD o oy XX Xy xR
Zo(2n+2) 3 8 7
¥ (_1\n 2 4 6
4, cosx:é(l) xr=1- 22X X 4 xR
o (2n) 2 4 6
¥ 2n+l 3 5 7
5 dhx=8 ~——=x+>+2+X 4 xIR
o (2n +2) 3 85 7
¥ 2n 2 4 6
6. coshx=§ =1+ +2 +X 4 xIR
Zo(2n) 2 4 6
§ @ - — .
7. 1+x)* =§ ngx“ , xT [-11] (Binomische Reihe)
n=0
¥ | 2n+1 3 5 7
8. arcsinx=é (2n). vX =x+1xx_+£xx_+l)6_)6xx_+m , -1EXEL
022" (n!)’ 2n+1 2 3 24 5 24X 7
¥ 2n+l 3 5 7
9. actanx= () xr =x-2+X X 4+ xIR
ot (2n +1) 3 5 7
. § a o (2n) xAmt
10. asnhx=§ (-1 x , -1£x£1
ars 22(n1)> 2n+1
¥ 2n+1 3 5 7
11. atamhx=§ X —x+ 2+ X s IR
% (2n+1) 3 5 7
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FOURIERREIHEN

Reelle Darstellung (Periode 2p):

¥

f(x) :a_2°+é_ [a, cos(nx) +b, sn(mx)]= A, +é¥_ [A, cos{mx +j )]

n=1 n=1

a, = % xzé‘ (x)dx a, =— xzcgj (x) >Cos(nx)dx b,=— xzé‘ (x) xan (nx)dx

Fur gerade Funktionen sind ale b, = 0 und fir ungerade Funktionen alle a, = 0.

Komplexe Darstellung (Periode 2p):

¥ ¥ ¥
fx)=co+ac,e™+gqc,e™=gc "

n=l n=1 n=-¥
L) e’
C, =—Xcf (x)dx =—xf (x) > ™dx
2p "2 d
n=+1+2

T-periodische Funktionen:

f(t)= a_2°+ 5 [a, cos(nwt) + b, sin (nwt)]

n=1

T

X(j( )>ein(nvvt)dt

0

X;j() n:$>%j()>cos(nwt)dt

—||r\>
—||I\J

Fur gerade Funktionen sind ale b, = 0 und flr ungerade Funktionen alle a, = 0.
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FOURIERSCHE INTEGRALFORMEL

Unter bestimmten V oraussetzungen kann eine Funktion f(t) wie folgt dargestellt werden:

f(t) :%’%B (t)>cosw(t - t)dtdw da >cos + b( ]dw
£(t) = A (w) cosfut +] (w)Jow £(1) 2_1p JM_B (t)>e ™ tw
£(t)= cplw)eaw olw) = 2_1p_§j (t) e ™ chw
mit
a(w)=%3(t)>cos(m)dt b{w) =% 3t (wt et
AW) = [aw)] +[o(w)f . (w) =arg(c(w)
Wichtige Begriffe:

A(w) ... Amlitudendichtefunktion (Amplitudenspektrum)
j () ... Phasendichtefunktion (Phasenspektrum)
a(w) ... Kosinusspektrum b(w) ... Sinusspektrum

FOURIER-TRANSFORMATION

¥

F{w)= 2p>c{u) = )

wird as Spektralfunktion oder auch as FOURIER-Transformierte der Zeitfunktion f(t)
bezeichnet.

Wichtige Rechenregeln:

Zeitbereich Frequenzbereich
(><f(t))+b>g(t) a () + b >G(w)

flax 1 __awod

ERLEY:

f (t - C) g Ive xﬂw)

/% (1) Flw- g)

(1) (iw)" xHw)

J )

f(t)*olt) Fw)Gw)

¥

mit f(t)* ot) = ¢f (t- t)>g(t)dt (Faltungsprodukt).

-¥
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LAPLACE — TRANSFORMATION

¥
F(s) = ¢f (t) et s=d+jw
0
Eigenschaften:
Zeitbereich Bildbereich
ax (t) +b>g(t) a xH(s) +b >xG(s)
flax) L6 L a0
a_a
f(t-c) e = X(s)
e X (1) Hs-2)
f ™ (1) " X(s) - s (0) - " 0) - ...- f *V(0)
Lo 1) o
ngt- t)" f ()it o
f(t) *
e d-(s)ds
Korrespondenztabelle:
Originalfunktion f(t) Bildfunktion F(s)
n 1
L = Re(s)>0
n! S
sin(at) 2 | Res)>0
s’+a
cosfat) - > —~ , Re(s)>0
s’ +a
. a
snh (at) el Re(s) > [d]
S
cosh(at) el Re(s) >
o) L, Re(s)>Re(a)
s- a
b
() v - -
e »dn|bt , Re(s)>Re(a
(bt) o ¢ >R
(a) _s-a
e'? xcog bt , Re(s) >Re(a
s(bt) ey >R
28s
t>dn (at) —— » Re(9)>0
E+a)
s’ - a’
t xcos(at) —— , Res)>0
(5 +)
e(m)xﬁ ! - » Re(s)>Re(a)
n! (S - a)
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VEKTORFELDER

) (a;él(x, y.2)6
f(?) =gf2(x, y,z)+
& o(x,y.2)5

Kurvenintegrale

W= ¢ (?)dF = c‘jl(x,y,z)dx +f2(x,y, z)dy +f3(x, y,z)dz
(c) ©

X
berechnet man fiir die Kurve C: F(t) = gy(t); , t,£t£t, nach der Formel
&z(t)z

W= (c‘)ifl(x,y,z)>s>‘<(t)+f2(x,y,z) Xy(t)+5(x, y,2) <t bt

wobei x, y und z durch x(t), y(t) und z(t) zu ersetzen sind.

POTENZIALFELDER
(GRADIENTENFELDER, KONSERVATIVE FELDER)

f(F)=-grad U
liegen vor, wenn die Integrabilititsbedingungen
rot f =0
bzw. ausfuhrlich
r, It w, _¥ w, _If
2z v 0 1z ™ 7y I

erfullt sind.
Kurvenintegrale sind dann wegunabhéngig.
Das auf den Punkt P,(x,; v,;z,) bezogene Potential ist

P(x.y,2)

UF)=U(x,y.z)=-  folxu,z)dx+f,(x,u,z)du+f,(x,u,z)dz
Py (X0.Y0Z0)
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ROTOR (ROTATION, WIRBELSTARKE, WIRBELDICHTE)

Ty 9z-=
otfzgm'ﬂfaz
Iz Tx .
o, A,
x Ty

Konservative Felder sind durch rot f =0 (Wirbelfreiheit) charakterisiert.

Rechenregeln:

rot (f, +f,)=rot f, + rot f,
rot (af):awotf
rot (U ><F): Uxrot f + (gradU) ~ f

DIVERGENZ (QUELLDICHTE)

div *:ﬂ_f1+&+ﬂf_3

x Ty 1z

Istdiv f(F) >0, so heilk der Punkt mit dem Ortsvektor 7 eine Quelle.
Ist div f(F)< 0, so heifd der Punkt mit dem Ortsvektor 7 eine Senke.
Ist div f(F)=0in einem Gebiet, so heilt das Feld dort quellen- und senkenfrei.

Rechenregeln:

div(f, +f, ) =divf, +divf,
div(af):a sdivf
div(U ¥ )= Usdivf + f > (grad U)

Esgilt stets rotgradf =0 und divrotf =0
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KOMBINATORIK

1. Permutationen

B, =n
Sind unter den n Elementen
n, identische vom Typ 1,
n, identische vom Typ 2,
n, identische vom Typ k,
k
(lso  n. =n), so gibt es insgesamt
i=1
_ n!
" ba, X0,

Permutationen mit Wiederholung.

2. Variationen ohne Wiederholung

v :n>(n- 1)>(n- 2)><...>(n- (k- l)): nl

3. Variationen mit Wiederholung

V© =k

nw

4. Kombinationen ohne Wiederholung

0 — n! :aaﬂg
" (n- Kk Eka

5. Kombinationen mit Wiederholung

0 _(n+k-1_nxn+1)x.{n+k-1) _an+k-16

" (- 1k 132 %.. %K kK 5
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ZUFALLIGE EREIGNISSE
1)Al B : A zieht B nach sich. Wenn A eintritt, so ist auch B eingetreten.

2) A : Das zu A komplementére Ereignis. A tritt genau dann ein, wenn
A nicht eintritt.

3) C=AEB: Cistgleich A plusB (A oder B). C tritt ein, wenn A oder B
(oder beide) eintreten.

4) C=ACB: Cigtgleich A ma B (A und B). C tritt ein, wenn A und B entreten.
A und B heif}en disjunkt (unvereinbar), wenn A C B =/
Sist dassichere Ereignis.

U ist das unmégliche Ereignis.

KLASSISCHE DEFINITION DER WAHRSCHEINLICHKEIT

A=E _EE _E..EE,

P(A) :%

Anzahl der fir das Eragnis A gungigen Elementare reignisse
Gesamtzahl der maglichen  Elementare reignisse

P(A) =

Merke: Die klassische Definition ist nur anwendbar, wenn ein Laplace’sches Ereignisfeld
vorliegt (endlich viele Elementarereignisse, die ale gleichméglich sind).

DIE AXIOMATISCHE DEFINITION DER
WAHRSCHEINLICHKEIT

Axioml1: OEPA)EL

Axiom2: PO =1

Axiom3: ACB=/&bP PAEB)=PA)+P(B)

Axiom4: P(A) +P(A) =1

AxiomS5: P(U)=0

Axiom6: Al Bb P(A)£P(B)

Axiom7: P(AE B)=P(A)+P(B)- P(AC B) (Additionssatz)
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BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEITEN UND UNABHANGIGE
EREIGNISSE

P(B/A) :% fiir P(A) >0

Allgemeiner Multiplikationssatz:

P(A CB)=P(A/B)*P(B) = P(B/A) ¥(A)

Spezieller Multiplikationssatz fiir unabhéingige Ereignisse:

P(A C B) = P(A) XP(B)
PA,CA,C..CA)=PA)PA,) % PA,

Formel der totalen Wahrscheinlichkeit:

P(B) = 4 PB/A,)P(A,)

i=1

Bayes'sche Formel:

P(A, /B) = P(B”;?I)B;P(Ak) _ _P(B/A A,

8 PBIA)PA,)

i=1

Fur beide Formeln ist Voraussetzung, dass ein vollstindiges System von Ereignissen A, ,
A,,..., A vorliegt, d.h.:
A;CA; =U (i)
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SPEZIELLE DISKRETE VERTEILUNGEN

1. Diskrete Gleichverteilung

PX=x)=2, | i=123..n
n
n n n .2
EX) =2x§ x, . DX == %7 - T x, 2
i=1 n iz en =1 g

2. Binominalverteilung

Die Zufalsgrofde
X =*Anzahl der Versuche, bei denen das Ereignis A eintritt”
ist binominalverteilt mit den Parametern n und p, wenn
a) ein Zufalsversuch n-mal unabhangig voneinander durchgefthrt wird und
b) das Ereignis A bei jeder Versuchswiederholung dieselbe Wahrscheinlichkeit p besitzt.
Das Verteilungsgesetz hat die Gestalt

PIX =k) = goop’ A1 o)™

E(X)=nxp , D2(X)=n»px1- p)

3. Poisson-Verteilung

Fir grof3e n und kleine p kann man die Binominalveteilung ndherungsweise durch die
rechentechnisch leichter handhabbare Poisson-Verteilung ersetzen. Als Faustregel kann man
die beiden Ungleichungen

| =n>xp <10 und 1500p<n

verwenden. Sind diese beiden erfiillt, so kann man bedenkenlos anstelle der
Binominalverteilung das V erteilungsgesetz der Poisson-Verteilung verwenden, fir das es
geeignete Tabellen gibt:

k

P(X =k) =p, (K) =|k—|>e" , k=0,1,2,.

E(X) =D2(X) =1 .
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SPEZIELLE STETIGE VERTEILUNGEN

1. Stetige Gleichverteilung (auf dem Intervall [a,b] ):

Dichtefunktion

Verteilungsfunktion

} O fr ti[ab]
f()=r 1

0 fir X £a
iy

s

i
I
—— fir a£tfEb F(X)=j—— fir a<x£b
fb- a ib-a
i 1 for x>b
a+b (b- &)’
E(X) = D?(X) =+—"~-
X) (X) o
2. Exponentialverteilung
Dichtefunktion Verteilungsfunktion
FO=1, o0 o FOO=1, o g
ile fr t>0 il-e fur x>0

E(X)=|1 . D*(X)=

1

I 2

3. Normalverteilung

Dichtefunktion Verteilungsfunktion
1 i m x (t-mp
f (t)= xg 25 F.(X)= xfe ° dt
" s x/2p " s x/2p 9
Wichtige Formeln:

Fo ()=F& M Fy=1-F(x) ,
é&s g

1-s- Regel: P(m s <X<m+s)=0.6826
2-s - Regel: P(m 2s < X <m+2s)=0.9545
3-s - Regel: P(m 3s <X <m+35)=0.9973

P(m a<X <mra)=2F %1

€S g
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KOVARIANZ UND KORRELATIONSKOEFFIZIENT

fr ein Paar (X,Y) von Zufallsgrofen

Kovarianz

cov( X,Y)=E((X - E(X))xy - E(Y)))= E(X xY)- E(X)xE(Y)

a) im diskreten Fall:
[o]

cov(X,Y) = é. a (Xi } E(X)) >(yk - E(Y))xpik
b) im stetigen Fall:

(X, Y) = s~ E(X))Ht- E(Y))#(s.t) dtds

-¥-¥

Korrelationskoeffizient

F(X,Y) = MXY)
"7 D(X)XD(Y)

a) im diskreten Fall:

é. é (Xi - E(X))x(yk - E(Y))xpik
Jé (x, - ECQO)* =P(X =xi)XJé’1 (i - ECN) (Y =y, )

r(x,Y)=

b) im stetigen Fall:
Ocfs- E(X)) {t - E(Y))x (s t)dtds
rx,Y) =—==% _
Jc‘is- E(X))* X, (s)ds XJ gt - E(Y)?4, (t)dt

Eigenschaften des Korrelationskoeffizienten:

1) -1£r(X,Y)£1
Far r (X, Y) =0 heilfen X, Y unkorreliert.
2) X,Y unabhingig b r(X,Y)=0
3) r(X,Y) =0 und (X,Y) normalverteilt P XY unabhingig
4) r(X,Y)=#1p Y =aX +b (at 0) (mit Wahrscheinlichkeit 1)
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PUNKTSCHATZUNGEN
Verteilung Zu schatzender Parameter Punktschatzwert
Normalverteilung 1.4
r =—=a X
n .
, 1.8 ’
s2 (r bekannt) =xq (x, - m
n iz
2 ,_ 1 .8 o
s2 (i unbekannt) $=—a (x, - X)
n-1 i
Exponentialverteilung | 1
X
Poissonverteilung | X

BEREICHSSCHATZUNGEN (KONFIDENZSCHATZUNGEN)

( Normalverteilte Grundgesamtheit; Konfidenzniveau 1- a )

Konfidenzintervall ( Vertrauensintervall ) fiir 1 bei bekanntem s *:

s s
X-Z, %=<M<X+Z, %=

2 o

e
Fez, ==1-

5
a
2@

N |

Konfidenzintervall ( Vertrauensintervall ) fiir n bei unbekanntem s *:

X

S —
-t *—<m<X+t

n—l;% ,\/ﬁ n-1;

S E

x>
Jn

Konfidenzintervall fiir die Varianz s?:

mit a, +a, =1 (ublicherweisewéhltman a, =a, :%).
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