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MATRIZEN
éﬂll alZ aln 9
_Cay Ay T Ay, +
A= L
gaml amZ amna
1) (m,n) wird as Typ der Matrix bezeichnet.
2) Eine Matrix vom Typ (1,n) heil¥ Zeilenvektor (-matrix).
Eine Matrix vom Typ (m,1) heil¥ Spaltenvektor (-matrix).
3) Eine Matrix vom Typ (n,n) heil¥ quadratische Matrix der Ordnung n.
4) In quadratischen Matrizen stellen die Elemente ¢, die Hauptdiagonale dar.
5) Zwei Matrizen A und B heif3en gleich, wenn
a) sevom gleichen Typ sind und
b) a, =b, furdleiundk gilt.
6) Nullmatrix 0: Alle Elemente sind gleich Null.
Fur jeden Typ gibt es genau eine Nullmatrix.
aa 0 O 0 00
0 10 .0 0%
7 E,.,= g v e ... igtdie Einheitsmatrix n-ter Ordnung
¢cO 0 0 .. 0 1+
& o
8) Transponierte Matrix:
éﬂln a, a, 0 éﬂln ay aml(-:j
_CGay  ay a,, r_Ga1, dy a,,~
Ae s A e +
(éaml am2 amn é éaln a2n amn E’
9) Adjungierte Matrix: A" = (K)T
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OPERATIONEN MIT MATRIZEN

Addition und Subtraktion (Voraussetzung: Typ(A) = Typ(B))

éﬁll i bll a12 i b12 aln i bln
_caytb, a,zxh, .. a, b,

-0

A+B

¢ .o
éamlibml amzibmz arm ibn‘n 5
Multiplikation mit Zahlen

gRa, aa, .. aa,0
aa, aa, I aa,+

aa

m2

Multiplikation von Matrizen

Voraussetzung: Typ(A)=(m,n) und Typ (B)=(n,s)
Man sagt: A mul3 mit B verkettet sein.

C=AxB=AB ,wenn

i=12,.,m;

c;, =a,b, +a,b, +..+a,b,. _
. : j=12,..,s

i2™ 2j in™nj

Rechenregeln fiir Matrizenmultiplikation:

1) A(BC) =(AB)C Assozi ativgesetz
A(B+C)= AB+AC o

2) Didtributivgesetze
(4+B)C= AC+BC

3) AE=A=EA

4) a(AB) =(aA)B=A(aB)

5) (AB)T =BTAT

6) Es gibt sogenannte Nullteiler, dassind Matrizen At 0,B* O, fUr die
AB =0 oder BA =0 igt.

Eine kommerzielle Verarbeitung und Verbreitung dieser Formelsammlung ist ohne Genehmigung des Autors nicht statthaft. 20




Fachhochschule Jena Prof. Dr. Johannes Griitzmann
M athematik-Formel sammlung

SPEZIELLE QUADRATISCHE MATRIZEN

a, 0 O 0 006

€0 d, 0 . 0 01
Diagonalmatrizen: D,.,= g . :

¢cO 0 0 .. 0 d,+

& o
Obere Dreiecksmatrizen:  (a, =0 furale i> j).

Untere Dreiecksmatrizen:  (q, =0 fUrale i< j).

Symmetrische und hermitesche Matrizen:

Einereelle Matrix A heif3t symmetrisch, wenn sie mit ihrer Transponierten tbereinstimmit:
A=AT

Eine komplexe Matrix A heifdt hermitesch, wenn sie mit ihrer Adjungierten Gbereinstimmt:

A=A

Antisymmetrische und antihermitesche Matrizen:
Einereelle Matrix A heif}t antisymmetrisch (schiefsymmetrisch), wenn A =-AT.

Eine komplexe Matrix A heif}t antihermitesch (schiefhermitesch), wenn A =-A".

Orthogonale Matrizen:

Eine Matrix A heif}t orthogonal, wenn gilt: AAT=ATA=E
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INVERSE MATRIX

Die Matrizen A und X heif3en zueinander invers, wenn

AX =XA =E
gilt.
Schreibweise: X =A™,
Inverse einer Matrix n-ter Ordnung:
éﬂll A12 Aln 9 éé\ll A12 A
A :(}Azl Ay, Aznf Al = 1 QAzl Ay A
¢ .. e e ’ det(A)

Voraussetzung: det(4) * O

Spezialfall n=2:

&, a129 1 1 a&ed,, - a129

A :g - ' A -
Q) Ayg det(A) -y a, g
Voraussetzung: det(A) * O

DETERMINANTEN |

a11 a'12 aln
Ay A, woay|
det(A) = =a, XA, +a, XA, t..ta, A
ay &, .. a,

Dabei sind die A ; die Adjunkten zu den Elementen a;;.
Spezialfille

A,

21 22

n=2: det(A) = =ay; X8y, - A, XA,

n=3 (Regel von Sarrus):
det(A) = 8y,8,,85; +Q,,8,38,, T Q138,85 - 138,85, - 81,8383, - Q3,84

gAnl An2 Annz §Anl An2 Anné
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DETERMINANTEN II

Rechenregeln und Eigenschaften
1. Vertauscht man zwei Spalten, so éndert sich das Vorzeichen der Determinante.
2. Besteht eine Spalte nur aus Nullen, so ist die Determinante gleich Null.

3. Sind A und B Matrizen gleicher Ordnung, die sich nur in der j-ten Spalte
unterscheiden, so gilt

&, ap .. a;+b; .. a,

a, a, .. a;*b, .. a,
[Al+[B] =

a, &, - a;*b, .. a,

4. Multipliziert man eine Spalte mit einer Zahl, so andert sich auch die Determinante um
diesen Faktor.
Schlussfolgerung: det(aA) =a" xdet(A).

5. Sindin A zwei Spalten identisch, so ist die det(A)=0.

6. Addiert man zu einer Spalte ein Vielfaches einer anderen Spalte, so andert sich die
Determinante nicht.

7. Ist A eine Dreiecksmatrix, so ist det(A) =a,,a,,..a,,.
Schlussfolgerung: det(E)=1

8. det(A) =det(A")

9. det(A>B) =det(A)xdet(B)
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LINEARE GLEICHUNGSSY STEME |

a11)(1 +a12x2 + "'+a1nxn = bl
a,, X, +a,X, +..+a, X, =b,

2n“tn

a X, +a X, +..+ta X, =b

m

bzw. in Matrizenform:
AxXxX=b

Ein lineares Gleichungssystem Ax = b hat entweder
- genau eine (wenn Rg(A) = Rg(A,b) = n) oder
- unendlich viele (wenn Rg(A) = Rg(A,b) < n) oder
- gar keine Losung (wenn Rg(A) * Rg(A,b)).

Cramersche Regel

L&sst sich theoretisch bel quadratischer Koeffizientenmatrix anwenden, wenn det(A) * Oist.
Ab n=3 ist die Regel unpraktikabel.

%Axllbl +A21b2 + ...+ Anlbr1 9
X :L XQA12b1 +A,b, +... +An2bnj
TR E ;

1nb1 +A2nb2 + "'+Annbna

Jede einzelne Komponente dieses L 6sungsvektors — abgesehen vom Vorfaktor — kann man as
eine Determinante einer Matrix interpretieren, die sich von A nur dadurch unterscheidet, dass
man die jeweilige Spalte der Matrix gegen die rechte Seite b austauscht.

Gaull-Jordan-Verfahren

Ziel ist eine kanonische Gestalt (r = Rg(A)):

* * * * — b*
X1 tay, X, q 1. ta,x, =b
*

X2 taz,aX,m tetagx, =0,

x, *a,.ux.t..ta,x,=b,

”

Ist die Gestalt nicht erreichbar (Widerspruch), ist das System unlésbar.
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LINEARE GLEICHUNGSSY STEME I

Ubergang von einer kanonischen Gestalt zu einer anderen
(Austauschverfahren)
am Beispiel eines Systems von 3 Gleichungen mit 6 Unbekannten

X, Xs Xg

Xi| Qg Q5 ays b,

X2 a'24 a'25 a26 b2

Xl a34 a35 a36 b3

1. Das Pivotelement a,; geht Uber in seinen reziproken Wert:

0, ® L

Ay

2. Dierestlichen Elemente der Pivotzeile (2. Zeile) werden durch das Pivotel ement
dividiert:
a,® 22 4 elE pe-2

Qyg Qg Ay

3. Dierestlichen Elemente der Pivotspalte werden durch das Pivotelement dividiert und
mit (-1) multipliziert:
Aig A6

g ) Qg
A Ay

4. Alle anderen Elemente werden nach der ,,Rechteckregel* umgerechnet:

a,. Xa a,. X
16 "oy 16 o5
ayy ® iy~ ) a5 ® a5 -
Ay A
A X1 A X
36 "oy 36 o5
Az ® ag, - ) a3 ® ag -
Ay Qyg
a.. b a.. X
16 D> 36 V2
b ® b - —=, b,® b,- ——=
Ay Ay
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EIGENWERTPROBLEME FUR QUADRATISCHE
MATRIZEN

Bestimmungsgleichung fiir die Eigenwerte (Charakteristische Gleichung der Matrix A):

det(A- 1 E)=0

Indem man nun einen Eigenwert in das homogene Gleichungssystem

(A-1E)» =0

einsetzt, berechnet man die zugehoérigen Eigenvektoren x * O durch Losen des
Gleichungssystems.

Zu jedem Eigenwert gibt es unendlich viele Eigenvektoren.
Normierter Eigenvektor: Eigenvektor x mit |X| =1.

Beispiel:
2 1 1%
A:gO 1 OéhatdieEigenwerteIl:-Z,I2:1,I3:-1,denn
&0 -2 -1
-2-1 1 1
det(A-1E)=| 0 1-1 0 [=(-2-1)x2-1)x-1-1)
0 -2 -1-1

Berechnung der Eigenvektoren:

a zul,=-2
X, +X, =0 8@9
3%, =0 hadieLosungen x¥ =t>g0+, tT R
'2X2 X =0 806
b) zul ,=1:
-3, +*x, +x; =0 8809
0 =0 hadeLosungen x? =tx- 1+, tT R
-2x, -2X, =0 &1
c) zul,=-1
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-x, tx, +x =0 ?9
2x, =0 hatdieLosungen x® =7x0+, ¢1 R
- 2x, =0 &l

FUNKTIONEN MEHRERER VARIABLEN
(DIFFERENZIEREN) |

Kettenregel
1. Fall: z=f(x,y) mit x=x(t) und y=y(t)

dz_fz ¢ , Tz dy

d fx d 9y dt

2. Fall: z=f(x,y) mit x=x(u,v) und y=y(u,v)
R 0 0 A 0 0 0 .
fu ix Tu Ty fu v Ix v Ty v

Gleichung der Tangentialebene im Punkt P,(X,,Y,.2,)

Z- 7, :Zx(x' Xo)"'zy(y' yo)-
Dabei sind die partiellen Ableitungen stets an der Stelle P, zu nehmen.

Totales Differential

dz=z, xdx+z >dy.

Richtungsableitungen

E:;%alxz +a, %z )=i><(a1xz +a, )
ﬂa m X 2 y |—4 X 2 y

bzw.

1z . q
N =z, xosa+z >@na =(g&,,grad(2)).
mit

&, 0 .
grad z(X,Y) :g = (Gradient von z)
Zy g
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FUNKTIONEN MEHRERER VARIABLEN
(DIFFERENZIEREN) 11

Relative Extremwerte

Notwendige Bedingung:

z,(x,y)=0
z,(x,y)=0

a®o
grad(2) = gog bzw.

Hinreichende Bedingung:

Ist fUr eine stationire Stelle (X,,Y,)die Diskriminante D(X,,y,) > 0, wobei

_ Zy (X07YO) ny(xo’yo)
Zyx(X07yO) Zyy(XO’yO)

ist, so handelt es sich um ein relatives Extremum.

Fir z,, (X,,Y,) <0 liegt dann ein relatives Maximum und

=Zy (Xo1yo) XZyy (Xo1yo) - Z)2<y (Xo’yo)

fur z,, (X,,Y,) >0 €n relatives Minimum vor.

Bemerkungen:
1) Angtellevon z, kann in den letzten beiden Zeilen auch z,, genommen werden.

2) It D(X,,Y,) <0 , soliegt ein Sattelpunkt vor.
3) It D(X,,Y,) =0 , soist keine Aussage moglich. Es mussten Untersuchungen mit

hoheren Ableitungen angestellt werden.

4.) Fur Funktionen mit drei und mehr Variablen bleiben die notwendigen Bedingungen
(partielle Ableitungen gleich Null) erhalten. Die hinreichenden Bedingungen gestalten
sich noch etwas komplizierter.

METHODE DER KLEINSTEN FEHLERQUADRATSUMMEN
(APPROXIMATION IM MITTEL)

Approximation durch eine lineare Funktion:

f(x;a,b) =ax+b

a:nxéxiyi - é. Xiéyi

:éyiéxiz- é Xié. XY
nxé. X/ - (é. Xi)2

T A @A)

In allen Summen ist Uber i von 1 bis n zu summieren.
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NEWTON-VERFAHREN FUR GLEICHUNGSSY STEME

f(x,y)=0
g(x,y)=0

Iteration:

X, 0 a0 &, (XY f(xk'yk)o & (X,,Yy)0

gykﬂﬂ gykﬂ ég X Ye) 9 (Xk'yk)g %g(xk'yk)ﬂ ,k=0,1,2,...

oder
& (X,y,) f (Xk'yk)O@X 0 é(xk!yk)o

égx(xk,yk) 9, (X, Vi) ”éDyk gg(xk,yk ,k=0,1,2,...

mit

BEISPIEL

snx+y=-0.6

Wir suchen eine reelle L6sung des Gle chungssystems
X+cosy=1.6

Als Startvektor wahlenwir  x, =1.6, y,=-16
und erhalten (alle Rechnungen werden mit 4 Stellen nach dem Komma durchgefiihrt):

SE0SX 1 06

J(X,y) = R
() % 1 -s9nyy
a 0.0292 1 06 ., 209713 097160
Jo =J(X0,¥o) = o o = =
1 0.9996 g 09716 0.0284 4

&, 0 ae160 a 0.9713 0971608e000040 ae162800

gyl é 1. 62, 509716 00284;5- 0.02922, E 159882,
Wir rechnen mit derselben Jacobi-Matrix weiter:

X, 0 21.6280 0 2 0.9713 0.971606 & O. 00040 21.6276 0
Y, ¢ Q, g 1. 5988g § 09716 O. 0284;%- 0. OOOOg g 1. 5984;,;

2,0_@l6276 g8 0.9713 0.97160 58.00000 _z61.6276 ©
v.5 & 150845 00716 002847 F0.00005 & 15084,
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FUNKTIONEN MEHRERER VARIABLEN (INTEGRIEREN) |

Berechnung von Flachenintegralen fir Normalbereiche

b g8(x) o) d gday)
@ (X, y)dA = 09 d y)dy‘dx (“ (X,y)dA = Og g y)dx‘dy
(8,) x=a@y=0 B, y=c @x=0

Anwendungen von Fléchenintegralen

1. Fliache eines ebenen Bereiches B:

A= (ylxdy
(8)

2. Volumen eines Zylinders mit der Grundflache B in der (x,y)-Ebene, der Deckfléche
f(x,y) und zur z-Achse parallelen Mantellinien:

V= (\q\)f(x,y)dxdy
(8)

3. Gesamtmasse eines mit Masse belegten ebenen Bereiches B:
(Flachenbezogene Massendichte sai r (x, y) )
m=Qy (x, y)dxdy
()

4. Statische Momente eines ebenen Bereiches beziiglich der x- und y-Achse:

M, =qyx (x,y)dxdy M, =@xx (x, y)dxdy
(8) (8)

5. Schwerpunktskoordinaten eines ebenen Bereiches B:

xs: ’ys_

6. Trigheitsmomente eines ebenen Bereiches beziiglich der x- und y-Achse:

I =gy’ > (x, y)dxdy I, =q) = (x, y)dxdy
(8) (8)

7. Polares Triagheitsmoment:

I = e + 2 )xr (x,y )y
®)
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FUNKTIONEN MEHRERER VARIABLEN (INTEGRIEREN) I

Anwendungen von Volumenintegralen

1. Volumen eines Korpers K: V = quyixdydz
(k)

2. Masse eines Korpers K (mit der Massendichte r (x,y,2)):

m = cpoy (X, Y, z)dxdydz
ay (x, v, z)axdy
(K)

3. Statische Momente eines Korpers K beziiglich der

(x,y)-Ebene: M, = oy (x,y, z)dxdydz
()

(x,2)-Ebene: M, = gy * (x, y, z)dxdydz
(k)

(y,z)-Ebene: M, = dgipy ¥ (, y, z)dxdydz
(k)

4. Schwerpunktkoordinaten eines Korpers K:

M, M, M
s , Ys=—= Zy=——
m m m

5. Triagheitsmomente eines Korpers K:

a) planares Trigheitsmoment (bzgl. der Ebene E)

le = @I (x, v, 2)l* = (x, y)dxydz
)

b) axiales Trigheitsmoment (bzgl. der Geraden g)

I, = ar(x.y. 2)f = (x,y)dxdydz
()

c) polares Trigheitsmoment (bzgl. des Punktes P)

o = @ 0x,y,2)l" = (x,y)ixcydz
()

Dabel ist jeweils r(x,y,z) der Abstand zur Ebene, zur Geraden bzw. zum Punkt.
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FUNKTIONEN MEHRERER VARIABLEN (INTEGRIEREN) I11

Angepasste Koordinaten

Im ebenen Fall erhdlt man anstelle von dxdy bel der Koordinatentransformation

x=x(uv) , y =y(u,v)
das neue Flachenelement

XU XV

dA =| | dludv

u v

und im réumlichen Fall ergibt sich bei der Transformation

X =x(u,v,w), y =vy(u,v,w) , z=2z(u,v,w)
XU XV XW
av =lly, Y, Ye|ldudvdw.
Zu ZV ZW

1. Ebene Polarkoordinaten

x=rxos( ) | y=r&n(j) | b dA =r>drdj

2. Zylinderkoordinaten

x=rxodj) |y=rdn(j) |z=z |p |dV=rxdrdjdz

3. Kugelkoordinaten

x =r>codj )>an(J) y=rxdn( )>sn(u) z =r>cos(J)

b |dV =r?>an(J)xdrdj dJ
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