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Diese Formelsammlung ist von mir in den Jahren 1991 bis 1993 as studienbegleitendes
Material fur den hausinternen Gebrauch entwickelt und damals in CHIWRITER geschrieben
worden. Die vorliegende dreiteilige WORD-Fassung hat Herr stud. ing. Andre Roddewig
dankenswerter Weise in mihsamer Kleinarbeit erstellt. Fur die Durchsicht auf Schreib- und
andere Fehler danke ich den Herren stud. ing. David RofRkamp und stud. ing. Marc Stampe.
Trotzdem konnen sich noch immer Fehler eingeschlichen haben. Deshalb bin ich dankbar fur
ale Hinweise in dieser Richtung.

Auch diese Fassung darf nur als studienbegleitendes Material zu meinen Vorlesungen an der
FH Jena verwendet werden.

Eine kommerzielle Verarbeitung und Verbreitung dieser Formel sammlung ist ohne Genehmigung des Autors
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SYMBOLE AUS DER MENGENLEHRE

Leere Menge { } bzw. /£ : Enthalt kein Element.
Potenzmenge von A ; P(A)={X|XT 4
Komplementbildung bzgl. einer Grundmenge M : A={x|xT M und xi 4}
Vereinigung von Mengen ; AE B={x|x1 4 oder x1 B}
Durchschnitt von Mengen ; ACB={x|xT 4 und x1 B}
Differenz von Mengen ; AIB={x|x1 4 und x| B}
Disjunkte (durchschnittsfremde) Mengen ) ACB=£&

De MORGANsche Regeln : ACB=AEB AEB=ACB

SYMBOLE AUS DER LOGIK

Komplement E :

P P
w A
f w
Implikation  Digjunktion Aquivalenz Konjunktion
(auspfolgtq) (poderq) (pgenaudannwennq)  (pundq)
P q PP g pUYgq pUP ¢ pUg
S f w f w f
f w w w f f
wof f w A A
w._w w w w w
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KOMPLEXE ZAHLEN

z=a+ jb=|z]{cosa + j>xa@na) = |z %"

anennt man den Realteil von z : a =Re(z)
b nennt man den Imaginirteil von z : b=1m(z)

J nennt man die imaginire Einheit.
Alle Zahlen bj heil3en imaginire Zahlen.

a nennt man das Argument von z : a=ag(z)

z=a+ jb und z=a- jb heil}en zueinander konjugiert komplex.

Betrag der komplexen Zahl z=a+ jb ; || = Ja? +p? =lz%
Operationen

z,=a+ ) = |Zl| )<Cosa1 +j>an al) = |Zl| e

z, =@, + ), =|z,|{cosa, +jdna,) = |z,| &**
Addition und Subtraktion: z,+z, =a, +a,+xb, £ b,)

Multiplikation:
2,%2,=a, %, - by b, +jx(a,%b, +a,°0,) =z, |4z, | feos(a, +a,) + jx6n(a, +a,)]

Division:
Z

iy

:a1a2+b1b2+'yazb1' a1b2 :ﬂ

2 2 >{Cos(al_ az)+j>gn(a1' az)]
2 |22| |22| |Zz|

N |

Potenzieren: z" = |z|" fcos(na) + jrsin(na)] =|Z|" e nl N

. . é aa 2p6 . . aa 2p Qi
Radizieren:  w" =z b w, =17 xgost—+Kk EP2y | >dng¢— +k P k=01,..n-1
e en ng en n
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ANSCHAULICHE VEKTORRECHNUNG |

)l

I
picpl
ol
QIO

A 4

a, , a, snd die Richtungswinkel von a.

a,
cosa, = —
p
Nullvektor

Einheitsvektor in Richtung von a

Natiirliche Basis im R®

Kollineare Vektoren (parallele Pfeile)

a
und cosa, ==

sind die Richtungskosinus von a.

- 80
0=¢ =
05
- 1 -
s ==X
g
do P o
el—(;O?, e =¢l+, es =gO—
&% &0 A
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ANSCHAULICHE VEKTORRECHNUNG II

Skalarprodukt von Vektoren:

(6;, b) = ‘a‘ >‘*b‘ >COS(a:l;) =ab, +a,b, +a,b,

Eigenschaften (Rechenregeln):
8) @b = b b) laa )b = a dab)=a Hab)
0) (2+E><2:2><2+5>€ d) a_;g:‘;z
e a»=00 a”b(a*0 und b 0)
- 1l firi=k )
Insbesondereist %, =f _ ~ . ,1=1,23 ; k=123
10 fiiritk
I a xb
Winkel a zwischen zwei Vektoren a und b : cosa = ‘ ‘ ><1b‘
a
Projektion des Vektors a auf den Vektor b
- _axb = ~ 1 ax
ap, = — xb ‘Clb -
p z

Vektorprodukt (Kreuzprodukt):

Unter dem Kreuzprodukt zweier Vektoren a und b versteht man den Vektor

c=a’ b ,
fur den gilt:
1) ¢™aundc” b und
2) a b, c bildenin dieser Folge ein Rechtssystem und
3) ‘c‘=‘aHb‘>€n(a,b)

) é’wzbs - asb, 0
a” b=casb - ab, +
8a1b2 - a,b g
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ANSCHAULICHE VEKTORRECHNUNG 11

Rechenregeln fiir das Vektorprodukt (Kreuzprodukt):

a a b=-(b" a) b) a" (b+c)=a b+a c
) (aa)’ b=a %B):a(g’ Z;) d) Fur al0und bt Bgllt
a b=00 a|b
e) ;1';2:-5'526_;
ex  ea=-e; e, =e,
;3';1:-6—1'222

Anwendungen des Vektorproduktes (Kreuzproduktes):

a) Flacheninhalt von Parallelogrammen:
Jedes Dreieck ist ein halbes Parallelogramm.

—_—

M=r

1)

b) Drehmoment:

w r

c) Bahngeschwindigkeit: v

A=

o

d) Bewegtes elektrisches Teilchen im Magnetfeld: 7 = gxv" B

v ... Geschwi ndigkeitsvektor des Teilchens

B... magnetische Flussdichte des Magnetfeldes

;1 ... elektrische Ladung des Teilchens

F... Kraft, die auf das Teilchen ausgelibt wird (Lorentz-Kraft)

Spatprodukt (sein Betrag ist das Volumen eines Parallelepipeds)
L a a &
[abc] = (a, b1c) =ab,c; +a,bc, +abe, - ab,c, - ab,c, - abe,=|b, b, b,
C1 C2 C3
Wichtige Eigenschaften:

2 53[5 3)

b) Fur al0 , b1 0 , c10 ig [ZI;E] =0 dann und nur dann, wenn die drel VVektoren in
einer Ebene liegen. Man sagt dann, die Vektoren
sind komplanar.
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ANSCHAULICHE VEKTORRECHNUNG IV

Geraden

Punkt-Richtungs-Glei chung (Parameterdarstellung):

~

r=g+ta, 1 R

xX=x, tat

Y=y tay R
11 R

z=z,tagt

Zwei-Punkte-Gle chung:

r=0P +tRP, , ¢1 R

Abstand zwischen eéinem Punkt und einer Geraden:
o g

d =——
la|

Dabei ist P, ein beliebiger Punkt und a der Richtungsvektor der Geraden g.

Abstand zweier windschiefer Geraden:

‘ (rz' rl)alaZ ‘
d=—— ; '
[
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ANSCHAULICHE VEKTORRECHNUNG V

Ebenen

Parameterform (Punkt-Richtungen-Gleichung):

E: r=r+ta+sbh, s,t1 R

Drei-Punkte-Gleichung:

B r=om+tPpR,+sRP, - SIIR

Parameterfreie Darstellung:

(r-r, ,a b)=0

| Ax+By+Cz+ D=0 |

mit

A=a,b, - a,b, , B=ab, - ab,, C=ab,-ab,, D=-A4x, - By, - Cz,

Darstellung mit Normal envektor n der Ebene:

I.n)- {r.n)=0

Hessesche Normalform:

Ax+By +Cz+D _

NA? +B% +C?

0

Abstand eines Punktes O(¢,,4,,¢5) von einer Ebene:

= |4g, +Bq, +Cqy + D
VA2 +B? +C?
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GANZRATIONALE FUNKTIONEN (POLY NOMFUNKTIONEN)

. — n n-1
Normalform: P(x)=ax"+a, x""+.

Produktform: P(x)=a,(x- x)Xx- x,

Abspalten einer Nullstelle (Horner-Schema):

an an-l al aO
X - X an X sz X Xbl
b b . b i
n n-1 1 bOI, _
1 = Rest, f

wtaxta,, x| R

)X Xx- x,)

=0, fdls x, eineNullstelle

als x, keine Nullstelle

Die b, sind die Koeffizienten des Restpolynoms.

Interpolation durch Polynome:

Xo

Yo | W

Gegeben n+1 Wertepaare:

Gesucht ist eine Polynomfunktion:
'Pil (x) = anxn + an-l

welche die Gleichungen

erfullt.

n-1
x “t+..taxta,,

tax,ta, =y,
tax, tag =y
tax,ta, =y,
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PARTIALBRUCHZERLEGUNG

Jede echt gebrochene rationale Funktion
f(x)=

£, (x)
0,()

n<m

|&sst sich als Summe von Partialbriichen darstellen, deren Aussehen von der Art der
Nullstellen des Nennerpolynoms abhangen.

Ist z.B. x, eine einfache reelle Nullstelle des Nenners,
x, €inek-fache reelle Nullstelle des Nenners

(x* +bx +c)' ein quadratischer Teiler des Nenners mit einem
komplexen Nullstellenpaar der Vielfachheit t,

so ergibt sich folgender Ansatz:

Pn(x)_ A + B, + B, B,

= +...+
0,(x) x-x, x-x, (x-x,)° (x- x,)

C, +D,x N C, +D,x - C, +D,x
x> +bxte (P +bx+c)® T (X +bx+c)

DieKoeffizienten 4,B,,C,,D, werden

- durch Koeffizientenvergleich (umstandlich!),

- durch Einsetzen geeigneter x-Werte aus dem Def.-Bereich bzw.

- durch Grenziibergang gegen die nicht zum Def.-Bereich gehorenden
x-Werte, also gegen die Nennernullstellen der Funktion f(x),

ermittelt, nachdem beide Seiten mit O, (x) multipliziert wurden.

Es entsteht im ,,schlimmsten Fall* ein lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten.
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ANWENDUNGEN DER DIFFERENTIALRECHNUNG

DieFunktion y = f(x) ist
- monoton wachsend in (a,b), wenn f&x)3 O firadle x1 (a,b) is;
- monoton fallend in (a,b), wenn f&x) £ 0 fir ale x1 (a,b) ist;
- konvex in (a,b), wenn f®x)3 O furale x1 (a,b) ist;
- konkav in (a,b), wenn f@x) £ 0 fur dle x1 (a,b) ist;

Die Funktion y = f(x) hat an der Stelle x,
- ein relatives (lokales) Maximum, wenn f&x,)=0 und f®x,) <O is;
- ein relatives (lokales) Minimum, wenn f€x,) =0 und f®x,) >0 ist;

Ist f&x,)=0 und f&x,) =0, f®x,)=0,..., f(k)(xo) =0 und f(k+l)(x0) t 0,
S0 handelt es sich um

- einlokales Extremum, wenn k+1 gerade ist (Max fur <0, Min fur >0);

- einen Horizontalwendepunkt, wenn k+1 ungerade ist.

Die Funktion y = f'(x) hat an der Stelle x,
- einen Wendepunkt, wenn f®x,) =0 und f®x,)* O is.

NEWTON - VERFAHREN

_ S (x,)
X, =Xg~ —0——~
S&x,)
I €
2 TN T Ty
J &)
Allgemein:
L @) 01,
ml T n rdx ) 1 n= Pl Bl L
' S &x,)
Abbruch des Verfahrens, wenn |x ., - x,| . klein genug* ist!
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BERECHNUNG VON GRENZWERTEN NACH
BERNOULLI-DE L"HOSPITAL

Wenn Iign f(x)=0 und Iign g(x)=0
oder Iig)n f(x)=¥ und Ii(gn gx)=¥
und |im&=g (auch g =¥ bzw. g =- ¥ ist zugelassen) ist,
x® a g(x
dann existiert auch der Grenzwert von S ((x; und es gilt
g\X
im £ i L8

®ag(x) @ gfx)

Anaoge Regeln gelten fir linksseitige und rechtsseitige Grenzwerte und auch fur Grenzwerte
des Typs

im <™ . im L
¥ g() ¥ g(x)
Hinweis:
Oft konnen auch andere unbestimmte Ausdriicke — wie z.B.
|,,0°“ " 0 Y 0 -2 ,,¥-¥“|
usw

- néch geschickten Umformungen in eine der oben behandelten Formen gebracht werden, um
so den Grenzwert zu ermitteln.

KURVENDISKUSSION
far y=f(x)

1. Schnittpunkt mit der y-Achse: y, = 1(0)
2. Schnittpunkte mit der x-Achse (Nullstellen): /' (x) =0 |6sen

3. Verhalten im Unendlichen: "gl f(x) und I!@m¥ f(x) ermitteln

(Bei gebrochenen rationalen Fkt. evtl Asymptotengleichung angegeben.)

4. Unstetigkeitsstellen ermitteln (mit Grenzverhalten von links und von rechts;
bei Polstellen senkrechte Asymptote zeichnen)

5. Relative Extremwerte aus f&x) =0 und f&x)* O ermitteln (zugehdrige

Funktionswerte nicht vergessen!)
6. Wendepunkte aus f®x) =0 und /' ®x) ! O (oder Zusatzilberlegung) ermitteln

(zugehorige Funktionswerte nicht vergessen!)
7. Graph skizzieren (gegebenenfalls geschickte Mal3stébe auf den Achsen wahlen!)
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DIFFERENTIALGEOMETRIE FUR EBENE KURVEN

Darstellung einer ebenen Kurve ist moglich
- durch eine explizite Gleichung y = f (x)

- durch eineimplizite Gleichung F(x,y) =0
- durch eine Parameterdarstellung x = x(¢) , y = y(¢)
- in Polarkoordinaten durch eine Gleichung r =r(j ).

a) Anstieg und Tangente einer Kurve in einem Punkt

Im Punkt (x,;y,) hat die Kurve den Anstieg

y(t,) _ r% o)9nj o +r( o)cos)
x(t,) 4 o)cosj - r(j ,)9N]

tana, = f&x,) =

(Dabei bedeutet ¢ die Ableitung nach j .)
und die Tangente  y, (x) =y, + f/&x,) Xx - x,) .

b) Normale einer Kurve in einem Punkt

X

(@) = vo - PG X 1) = 2(t0) - 89 e i)
y(to)

) Bogendifferential in einem Punkt der Kurve

ds = 1+ [f @) sdx = +f(x) +[av(x)]
ds = \[5{t, ) +[it,)]7 et
ds = [r(i o)’ +[rg )] >

1
d) Krimmung K und Kriilmmungsradius r = M

P L S 1 b d _2r¢- @yt
Ja+y€)y® G +57)° Jo? +r€)?
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EIGENSCHAFTEN DES BESTIMMTEN INTEGRALS

1. gx)dx = F(u)du = c§(t)dt usw.

2. Stetige Funktionen sind auf jeden Fall integrierbar. Dartiber hinaus konnen aber auch
unstetige Funktionen (z.B. solche mit einer Liicke oder einem endlichen Sprung) integrierbar
sin.

3. z‘j(x)dx + Cc‘j(x)dx = Cc‘j(x)dx (aEbEc)

4. d (x)dx =- ¢ (x)dx

a b

5. Hat die Funktion f(x) im Intervall [a,b] die einzige (einfache) Nullstelle ¢, so ergibt
sich die Flache zwischen der Kurve und der x-Achse zu

b

A= gf(x)|dx =

Z‘j(x)dx - IDc‘j(x)dx

6. Z‘j(x)dx =0

7. Die Dreiecksungleichung fir Summen Ubertragt sich unter bestimmten
Voraussetzungen auch auf Integrale:

z‘j (x)dx

£ E‘jf (X)[olx .

8. Der Mittelwertsatz der Integralrechnung fur stetige Funktionen:
b
gx)ax = (b- a4(1) , a<T<b

Dabel ist x in der Regel nicht bekannt.
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INTEGRATIONSMETHODEN

1. Linearitit

b

dax (x) + b>g(x)]dx = ac¥ (x)dx + bcp(x)dx

2. Partielle Integration

b

qu(x) xvx)dx

a

= [u(x) v (x)]2 - Qu&x) =v(x)dx

3. Substitutionsmethode

b g(b)
d (9(x)) g&x)dx = ¢§ (u)du
a 9(2)
mit u=g(x)
du = g&x)dx

4. Integration von Partialbriichen

q(’_*_adx = Astn|x- 8+C

B B 1 B
s X = x +C=- +C , m>1
x- b)" 1-m (x- b)™* (m- 1)xx - b)™*
. Ax+B _A 2B- Ap 2X+p
dx = —xn|x? +px + |+ ——=xarctan——=+C
Spcrg ™ T2 | J4q- p* Jaq- p°

Dabei it 4q- p>>0
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FLACHENBERECHNUNGEN

Fliche eines Normalbereiches bzgl. der x-Achse

A=A, +A, = +

() - g

& (x)-

y=f(x) und y=g(x) habenin (ab) genau einen Schnittpunkt bei x, .

Sektorflichenformel in Polarkoordinaten:

de(l ))* dj ‘

Sektorfliichenformel fiir eine Parameterdarstellung:

A —lx<dxxy y XX )dt

t

BOGENLANGE
a) in kartesischen Koordinaten:
b
L = §vL+ [f €x )] ax
b) fiir eine Parameterdarstellung:

L—o\/[x +[y ]dt

) in Polarkoordinaten:

= O/FGF+I G T
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VOLUMEN UND MANTELFLACHEN VON
ROTATIONSKORPERN

(Kurverotiert im Interval [ab] um die x-Achse)

b

V = pxgf (x)]* dx M = 2p xaf (x)] %/ + [ €x)]P dx

a

SCHWERPUNKTE

Flichenschwerpunkt eines Normalbereiches (bzgl. d. x-Achse)

1% 1% 2
2 o ()l 2 ol (] ox
XS = ab ! yS = E:)
o (x)ax o (x)ax
Kurvenschwerpunkt
O 1+ [ ox)]* dx o (x)/1+[f €x )] dx
Xs — a , ys — a

Ob‘ [1+[f x)] dx Qb‘ [1+ [f €x )] dx

Schwerpunkt eines homogenen Rotationskorpers (X-Achse)

b
Ox o{f (x )] dx
Xy =25 y.=0, z,=0
N 2
df (x )] dx
a
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NUMERISCHE BERECHNUNG BESTIMMTER INTEGRALE

Rechteckregel:

(Sehnen-) Trapez-Regel:

Simpson-Regel:

o =hog (X0
i=1 €

h gt u

e = D @)+ 1 (0)+ 28 1(x )

i=1 u
h . g
o = i)+ £ (0)+ 28 1(x,,)+ 44
K=

UNEIGENTLICHE INTEGRALE

Integrale iiber unbeschrinkte Intervalle

¥

a

o (x)x = lim d( Yix

t® ¥

VR

(x)x = d(X)dX

'
+®

*Q "

(xdix = Z‘j(x)jx + ¥(‘j (x )dx

Integrale iiber unbeschrinkte Funktionen

(Bei c liegt eine Polstelle vor, a<c<b.)

o (x)px = Itl(r®n

5 ( )jx+llm d( Yix

c+u

(Cauchyscher) Hauptwert des uneigentlichen Integrals:

b

t® 0

dx—llméo‘ xJox + ¢ (x )dx%

b

+t
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