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1 Aufgabe des Versuches

Torsionsmodul und Elastizitdtsmodul sind wichtige elastische Materialwerte von Festkorpern.
Im Gegensatz dazu sind die Federkonstanten einer Blattfeder oder einer Spiralfeder System-
konstanten. Letztere sind gerétespezifisch und beinhalten neben Materialwerten noch Form
und Abmessungen (Geometriewerte) der Feder.
Im Praktikumsversuch soll

die Winkelrichtgro3e (Federkonstante) eines Spiralfederschwingers,

das Massentragheitsmoment eines Spiralfederschwingers und

der Torsionsmodul eines Drahtes aus Kupfer bzw. Stahl bestimmt werden.

2 Grundlagen
2.1 HOOKEsches Gesetz

Feste Korper erleiden bei Einwirkung &uerer Kréafte Verformungen. Nimmt der Korper nach
der Krafteinwirkung seine urspriingliche Form wieder an, spricht man von elastischer Defor-
mation.

Fur elastische Verformungen gilt das HOOKEsche Gesetz, nach dem die relative Verformung
Al/l bzw. Ax/x der mechanischen Spannung o bzw. z proportional ist. o und 7z sind

definiert als Kraft pro Flacheneinheit (o =F, /A bzw.z=F /A). Normalkrafte F, flhren

zu Dehnungen bzw. Stauchungen der Lange | um Al . Der Proportionalitatsfaktor zwischen
der Zug- oder Druckspannung o und der relativen Verformung ist der Elastizitdtsmodul E .
Das HOOKEsche Gesetz fir die Dehnung bzw. Stauchung lautet:

oc=E ATI (1)
Tangentialkrafte F. bewirken eine Scherung. Darunter versteht man eine Deformation, bei

der parallele Schichten durch tangential angreifende Scherkrafte F+ parallel um Ax verschoben
werden (Abb. 1).

Abb. 1: Veranschaulichung der
Deformation eines
Korpers durch Scherkrafte

. . . . . AX
Fur kleine Deformationswinkel y qgilt: y=Siny =tany =—. 2
X

Das HOOKEsche Gesetz fiir den Fall der Scherung und fur kleine Scherungswinkel y lautet:

r=G. X 3)
X
Hierbei wurde als Proportionalitatsfaktor zwischen der Schubspannung z und dem Sche-

rungswinkel y :& die GrolRe G (Torsions-, Scher- oder Schubmodul) eingeftihrt. Der Tor-
X

sionsmodul ist eine Materialkonstante, die die elastischen Eigenschaften eines Stoffes flr den
Lastfall Scherung beschreibt.

Torsion090921 2



2.2 Drehschwingungen

Ein Drehschwinger ist ein um eine Achse drehbar gelagertes schwingungsfahiges System.
Wird der Schwinger durch Drehung um diese Achse um den Winkel +¢ aus der Gleichge-
wichtslage entfernt, so tritt ein riicktreibendes Drenmoment M auf. Es ist bei nicht zu gro-
Rem Drehwinkel ¢ diesem Winkel proportional. Analog zur ricktreibenden Federkraft
F =—kx qgilt:

Die fur die elastische Aufhéngung typische Konstante D heil3t Winkelrichtgrdlie (auch Direk-
tionsmoment bzw. Federkonstante fir Torsion).
Zwischen dem an einem Kdorper angreifenden Drehmoment M und der ihm dadurch erteilten

Winkelbeschleunigung o giltin Analogie zu F =m-a die Beziehung

M=J-«a. (5)

mit der Winkelbeschleunigung o=

J ist das Massentragheitsmoment des Korpers. Unter Vernachlassigung der Dadmpfung erhalt
man aus
(GI. 4) und (GI. 5) die Bewegungsgleichung des Pendels

. D
¢+3-<0=0- (6)

Die allgemeine Ldsung dieser Differentialgleichung lautet:

p(t)=Acos(D/J -t+0) (7)

mit der Kreisfrequenz der ungedampften freien Schwingung. ®, =~D/J (8)
. . B J G _2r

Die Schwingungsdauer T, = 27;-\/; ergibt sich aus W= % .9

Um aus Gl. (9) die Winkelrichtgrole D bestimmen zu kdnnen, muss das Massentragheits-
moment J bekannt sein. Dazu ist eine zweite Messung notwendig. Man erhéht das Massen-
tragheitsmoment J des Systems um ein bekanntes Massentragheitsmoment J '. Mittels dieser
Anordnung bestimmt man die SchwingungsdauerT,".

J+J
D

T =2x (10)

Mit (9) und (10) stehen zwei Gleichungen zur Bestimmung der zwei Unbekannten D und J
zur Verfugung.
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2.3 Torsion eines Drahtes

Abb. 2 zeigt einen zylindrischen Draht der Lange | mit dem RadiusR , der am oberen Ende
fest eingespannt und durch ein duReres Drehmoment M um den Winkel @ verdrillt ist.

&D\ Abb. 2a:

/é) MNP Zusammenhang zwischen
R > T ' Auslenkungswinkel ¢

Y und Scherungswinkel y

e dA Abb. 2b:
differenzielle Zerlegung
des Drahtes

]/

dF

Zerlegt man diesen Zylinder in viele hohlzylinderférmige Volumenelemente (Abb. 2b), so
lasst sich das Drehmoment, welches ein VVolumenelement verdrillt, wie folgt aufschreiben:

dM =¥ xdF (11)
oder, da ¥ und dF senkrecht aufeinander stehen:

dM =r-dF (11a)
Mit 7=dF/dA=G-y folgt: dM =r-G-y-dA (12)
Fur kleine Winkel y ~siny isty =b/l. Der Bogenabschnitt b ergibt sich zu b=¢-r (Abb.

2a). Man kann also den Scherungswinkel y ausdriicken durch:

y=re (13)

Mit dA=2zr-dr (Grundflache des differentiell kleinen Hohlzylinders) erhalt man fiir das
auf ein Volumenelement wirkende Drehmoment

dm :ZI—”-G-(p-r3-dr. (14)

Eine Integration tber alle Volumenelemente fiihrt auf das wirkende Gesamtdrehmoment

R
M :.[ZT”.G.¢.r3.dr=%-G-go'R4. (15)

0

Diesem dulReren Drehmoment wirkt nach dem dritten NEWTONschen Axiom (Kraft = Ge-
genkraft) ein gleich-groRes rucktreibendes Moment M, =D-¢ entgegen. Damit gilt flr die
Betrége der Drehmomente:
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2I-D

7 R

und wir erhalten fiir den Materialwert Torsionsmodul G= (16)

In der Bestimmungsgleichung fur den Torsionsmodul G (GI.16) steht noch die unbekannte
GroRe D . Diese kann mit Hilfe der Schwingungsdauer T, des in Drehschwingungen versetz-

ten Drehpendels bestimmt werden (GI. 9).

Da im Allgemeinen das Massentrdgheitsmoment J des Drehpendels nicht bekannt ist, muss
es durch eine weitere Messung bestimmt werden. Dazu befestigt man eine zweite zylindri-
schen Metallscheibe mit bekanntem Massentrdgheitsmoment J' an den Torsionsschwinger
und bestimmt die Schwingungsdauer T,' (GI. 10).

Unter Verwendung der Gleichungen (9), (10) und (16) erhdlt man eine Bestimmungsglei-
chung fir den Torsionsmodul des Drahtes.

8l J’
SR T 40
0 0

2.4 Massentragheitsmoment und STEINERscher Satz

Das Massentragheitsmoment eines Korpers beziglich einer vorgegebenen Achse ist definiert
als die ber alle Massenelemente dm des Korpers erstreckte Summe

J= Irz -dm. (18)

Dabei ist r der (senkrechte) Abstand des Massenelements dm von der Drehachse. Flr eine
Kreisscheibe der Masse m und des Radiuses r erhdlt man als Massentragheitsmoment bezo-
gen auf die polare Schwerpunktachse J; :

Jszé-m-r2 : (19)

Anmerkung 1: Der Index “s* soll verdeutlichen, das es sich um das Massentragheitsmoment
J bezogen auf eine Schwerpunktachse des Korpers handelt.

Das Massentragheitsmoment eines Vollzylinders (Massem, Radiusr, Hoheh) bezogen auf
die 4quatoriale Schwerpunktachse berechnet sich wie folgt:

m
Jo=—-@r*+h?). 20
s =1 ( ) (20)
Diese Formel vereinfacht sich fur diinne Zylinder (Draht) wegen h>>r zu

m
Jg=—Nh". 21
s =1 (21)

In unserem Versuch isth = 2r , so dass dieser Fall nicht zutrifft.
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Bei einer Parallelverschiebung der Drehachse aus dem Schwerpunkt vergrofRert sich das Mas-
sentragheitsmoment und man benutzt zu seiner Berechnung den STEINERschen Satz. Ist J
das Massentragheitsmoment eines Korpers fir eine Schwerpunktachse (in bestimmter Orien-
tierung), m die Masse des Korpers und a der Abstand der zum Schwerpunkt parallel ver-
schobenen Drehachse, so berechnet sich das Massentragheitsmoment dieser Anordnung nach:
(STEINERscher Satz) J=J,+m-a’. (22)

Anmerkung 2: Bei der im Versuchsteil “Spiralfederschwinger” verwendeten hantelférmigen
Anordnung berechnet sich das zusétzliche Massentragheitsmoment J' beider Zylinder als
Summe ihrer Massentragheitsmomente unter Beachtung ihrer Anordnung auf dem Stab. Sie
haben sie die gleichen Abmessungen und Massen. Ordnet man sie auRerdem im gleichen Ab-
stand zur Achse an, erhdlt man J' der beiden Zusatzzylinder, wenn man in die Formeln (20)
und (22) die Gesamtmasse m =m, +m, einsetzt

J':Js+ma2:m(éh2+%r2+a2j. (23)

3 Versuchsbeschreibung
3.1 Spiralfederschwinger

Der Spiralfederschwinger besteht aus einem drehbar gelagerten Metallstab und einer Spiralfe-
der. Die Spiralfeder bewirkt die ricktreibende Kraft. Die Drehachse geht durch den Schwer-
punkt des Stabes. Auf diesen kdnnen zur Veranderung des Massentrdgheitsmomentes zusétz-
lich Metallzylinder angebracht werden. Die Schwingungsdauer T, des Spiralfederschwingers
(nur Metallstab) ist dreimal zu messen und zu mitteln. Um eine entsprechende Genauigkeit zu
erreichen, soll dieser Wert aus der Dauer von jeweils 10 Schwingungen ermittelt werden. Die
maximale Auslenkung des Drehpendels soll eine halbe Umdrehung nicht tbersteigen.

Diese Messung wird mit zwei zusatzlich auf dem Stab angebrachten Zylinderstiicken wieder-
holt. Die zusatzlichen Massen erhdhen das urspriingliche Massentrdgheitsmoment J des Spi-
ralfederschwingers um J'. Dies bewirkt eine Verédnderung der Schwingungsdauer. Man be-
stimme T,"' analog. Um Gleichung (23) verwenden zu kdnnen, sollen die beiden Zylinder im
gleichen Abstand a zur Achse angeordnet werden. Die Abmessungen, Abstande und die
Masse sind jeweils nur einmal zu bestimmen. Der Ablesefehler soll geschatzt werden.

Unter Verwendung von T, und T,' lassen sich die WinkelrichtgroRe D und das Massentrag-

heitsmoment J des Spiralfederschwingers bestimmen.

3.2 Torsionsdraht — Drehpendel

Der Versuchsaufbau besteht aus einem Draht und einer an ihm angebrachten Metallscheibe,
an die eine weitere Metallscheibe angeschraubt werden kann.
Die Schwingungsdauer des Drehpendels T, ist zehnmal aus je 20 Schwingungen zu ermitteln

und anschlielend zu mitteln. Um plastische Verformungen zu vermeiden, sind (insbesondere
beim Kupferdraht) nur kleine Auslenkwinkel ¢ < 30° zugelassen. Diese Messungen sind mit

der angeschraubten Zusatzscheibe, die das Massentrdgheitsmoment vergroRert, zu wiederho-
len. Man erh&ltT,'. Da bei der Bestimmung der Lange und des Durchmessers des Drahtes

sowie der Abmessungen und der Masse der Zusatzscheibe wiederum der Ablesefehler domi-
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niert, wiirde man bei mehrmaliger Messung keine groRen statistischen Schwankungen regist-
rieren. Deshalb gentgt eine Messung. Der Ablesefehler soll wiederum geschéatzt werden.

Aus den Gleichungen fur die Schwingungsdauer des Drehpendels bzw. Drehpendels mit Zu-
satzscheibe l&sst sich der Torsionsmodul G bestimmen.

4

Messaufgaben, Protokoll der Messwerte, Ermittlung der Messfehler

Folgende Grolien sind zu messen:
Masse beider Zylinder

Zylinderdurchmesser

o

I
_I_
T 1

o

4.1

Zylinderhthe

Lange des Drahtes
Schwingungsdauer ohne Metallzylinder/ Zusatzscheibe

Schwingungsdauer mit Metallzylinder/ Zusatzscheibe

m, Masse der Zusatzscheibe
d, = 2r, Durchmesser der Kreisscheibe
Abstand Zylinderschwerpunktachse — Drehachse

Durchmesser des Drahtes

a
2R

Versuch Spiralfederschwinger

Der inhaltliche Schwerpunkt dieses Versuchsteiles liegt in der Behandlung des Begriffes Mas-
sentragheitsmoment.

1) Leiten Sie Formeln zur Bestimmung der WinkelrichtgroRe D und des Massentragheits-
momentes J ab. Losen Sie dazu die Gleichungen (9) und (10) nach diesen gesuchten

GroéRen auf.

2) Ermitteln Sie das Massentragheitsmoment J' der beiden Zylinderstticke (als dicke Voll-
zylinder) unter Beachtung ihrer Anordnung auf dem Stab.

Geben Sie die Messwerte zur Berechnung von J ' nach Gleichung (23) an

Massen beide Zyl. | Zyl.durchmesser Zyl.hdhe Abstand
mZ d z hZ a
Messwerte
geschétzter
Fehler
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Berechnung von J '(2 Zyl)
Die verwendete Formel soll nur direkt gemessene Grof3en enthalten.

verwendete Formel Wert

3) Bestimmen Sie die WinkelrichtgroRe D des Federschwingers und das Massentrégheits-
moment J der Anordnung ohne Zylinderstiicke.

Ermitteln Sie die Periodendauern T, und T," durch dreimalige Messung der Zeit fir 10
Schwingungsperioden und bilden Sie die Mittelwerte

Messung 10T, 10T," T, T,
1
2
3
Mittelwerte

Berechnen Sie die WinkelrichtgréRe D und das Massentragheitsmoment J des Federschwin-
gers ohne Zusatzmasse. Die verwendeten Formeln sollen nur noch direkt gemessene Grofien
enthalten.

verwendete Formel Wert

4) Vergleichen Sie, welchen Anteil der Steinerschen Term J, und das Massentragheitsmo-
ment bei Rotation um die Schwerpunktachse J; am gesamten Massentrdgheitsmoment J'
der beiden Zusatzzylinder haben!

Formel Wert % - Anteil
vollstandig J ' Gleichung (23) 100
Steinerscher Term J =ma?

(Zylinder als Punktmasse) | *#
dicker Zylinder rotiert um 3, :% 3r? 4+ h?

SP-Achse
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Diskutieren Sie diese Ergebnisse.
Die Zusatzmassen sind eigentlich Hohlzylinder. Begriinden Sie qualitativ, warum man keinen
grol3en Fehler begeht, wenn man bei der Auswertung Vollzylinder annimmt.

4.2 Versuch Torsionsdraht

Der inhaltliche Schwerpunkt dieses Versuchsteiles liegt in der zerstdrungsfreien Bestimmung
eines Materialwertes. Weiterhin sollen die Fehler der einzelnen verwendeten Messmittel ab-
geschatzt und ihre Bedeutung fiir das Endergebnis durch GroRtfehlerabschatzung ermittelt
werden.

1) Bestimmung des Massentrdgheitsmomentes J. des Zusatzkdrpers nach Gl. (19).

geschatzter Fehler
absolut relativ

Wert

Masse des Zusatzkorpers m,

& des Zusatzkorpers d,

J, der Zusatzscheibe

2) Ermitteln Sie den Torsionsmodul G und die Winkelrichtgrole D

Messwerte fiir den Torsionsdraht

geschatzter Fehler

Material: Wert absolut relativ

L&nge des Torsionsdrahtes |

& des Drahtes 2R |

Radius des Drahtes R l
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Ermitteln Sie die Periodendauern T, und T,'durch zehnmalige Messung der Zeit 20 Schwin-
gungsperioden, bilden Sie die Mittelwerte T, bzw. T,' und berechnen Sie die mittleren Feh-
ler der Mittelwerte AT, bzw. AT;".

20T,/s | T,/s T,-T, | T,-T, | 20T,7s | T,s ly=Tg' | T
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
Summe Summe Summe Summe
T, = | AT, T, = | AT
T, Ty

Berechnung des Torsionsmoduls und der WinkelrichtgroRe des Drahtes. Schreiben Sie die
Formeln so auf, dass darin nur direkt gemessene Grol3en auftauchen.

Formel berechnete Werte
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5 Fehlerfortpflanzung zum Versuchsteil Torsionsdraht

Im Versuch Kugelfall wird der Fehler der ErgebnisgroRe Viskositat tiber das GauRsche Feh-
lerfortpflanzungsgesetz berechnet. VVoraussetzung hierfur ist, dass die statistischen Fehler der
MessgroRen wesentlich bedeutsamer sind als die systematischen und die Messgrof3en nicht
korreliert sind.

Im Versuch Torsionsmodul wird der Fehler der ErgebnisgroRe Torsionsmodul mit Hilfe der
GroRtfehlerabschatzung ermittelt. Das Verfahren ist dann anzuwenden, wenn vermutet wird,
dass systematische Fehler und Geréatefehler von Bedeutung sind.

Berechne den absoluten GroRtfehler von G nach

|AG|= 9B am|+128 an |+ A+ |28 AR| + |2 AT, |+ 25 AT, .
om, or, ol R aT, 6T '
=AG|m =AG|r, =AG|l =AG[R =AG[T, =AG[Ty'

Jeder Term AG|X gibt den Beitrag des absoluten Fehlers |Ax| der MessgroRe x zum absoluten
Gesamtfehler |AG| an.

Mess- . abs. Fehler der | Beitrag zum
groRe Ableitungen (Formel und Zahlenwert) MessgroRen Gesamtfehler
oG Amg = AG| =
ma | —=
om,
oG
r —=
or,
|
ol
n | 26
R
oG
T, —=
oT,
oG
T’ P——
oT,
Gesamtfehler AG =
Berechne den relativen Groftfehler von G nach
26| |1 06 11,06, |1 36,1106 gl 1136 | |1 36
G G om G or, G d G oR G aT G o1’
_@ﬂAmS+@£AQ oG I aGR 6GT oG T,'||AT,’
om, G or, G al G|l 1 aR G| R aT G oT,' G T,
=AG/G|m, :AG/G\rS =AG/G|L =AGI/G[R 7AG/G\TO =AG/G[Ty"
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AX

des relativen Fehlers der MessgroRe x zum relativen

gibt den Beitrag

X

Jeder Term &
G

Gesamtfehler AG an. Vereinfachen Sie die Formel so weit wie moéglich.

An einem Beispiel soll erldutert werden, wie Tabelle (unten) auszuftllen ist. Hier ausgefiihrte
Nebenrechnungen passen nicht in die Tabelle und sollen weggelassen werden.

Ausgehend von der Formel (17)
gl I
R* T,°-T,
bilden wir zundchst die Ableitung
oG _8xl-J' -1 2T,

9% - ’ _.
al,  RY 272

Multipliziert man diesen Ausdruck mit T, /G und beachtet obige Formel (17), so erhélt man
schlielich

@T_O_287TIJ’ TO 2 R4 TOIZ_TOZ
T, G R®  p2_72® 820
T
TOIZ _T02
N:gfzsé Ableitungen (Formel und Zahlenwert) rel. Fehler der Beitrag zum
g g Messgroflien Gesamtfehler
Am, AG| _
m ﬁﬂ — ms - G mg
T |om, G
AN
) or, G
s
o G
o | [SR|
R G
o laeT, . T
(Bglsplel —_— = > > =
siehe aT, G T,°-T,
oben)
T, oG Ty’ _
oT,' G
Gesamtfehler ﬁ‘:
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6 Kolloguiumsschwerpunkte

NEWTONSsche Axiome

HOOKEsches Gesetz, elastische Konstanten

Kinematik der Drehbewegung,

Drehmoment, Drehschwingung,

Differenzialgleichung der ungedampften harmonischen Schwingung,
Massentragheitsmoment, STEINERscher Satz

Fehlerrechnung
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