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1 Physikalische Groflen und deren Messung

Physikalische Groflen sind exakt definiert und miissen entsprechend exakt
angewendet werden. Beachten Sie die Abgrenzung von der oft umgangs-
sprachlich erweiterten Benutzung. So ist die physikalische Gréfle Energie
(die in einem System gespeicherte Arbeit) wohl zu unterscheiden von der
Bedeutung im téglichen Sprachgebrauch (geistige oder korperliche Spann-
kraft) und sollte auch nicht verwechselt werden mit anderen physikalischen
Grolen (z.B. Kraft).

Physikalische Groflen sind das Produkt aus MafBzahl und MaBeinheit.
Die Mafeinheit steht fiir die Verkorperung der Grofle bzw. fiir die Mess-
vorschrift. Die Mafizahl gibt an, wie oft die zu bestimmende Grofle in der
Mafiverkorperung enthalten ist. Die Moglichkeiten fiir eine Mafiverkorpe-
rung sind vielfiltig. So hat man frither die Lénge durch Vergleich mit der
FuB3- oder Ellenlinge des Fiirsten angegeben. Mit der Entwicklung der In-
dustrie und des weltumspannenden Handels ist das Bediirfnis nach einem
prézisen einheitlichen System der Maflverkdrperungen gewachsen. Heute ist
das System der SI-Einheiten (Systeme International d’Unités) in den meis-
ten Lindern gesetzlich eingefithrt. Von staatlichen Amtern wird es nach dem
neuesten technischen und wissenschaftlichen Kenntnisstand bewahrt. Fiir
die physikalischen Grundgréflen (Masse, Linge, Zeit, Stromstéirke, Tempe-
ratur, Lichtstéirke, Stoffmenge) sind die Mafiverkérperungen definiert (kg,
m, s, A, K, cd, mol). Fiir die physikalischen Grundgréfien hat man solche
MaBverkorperungen (Primérstandards) gewéahlt, die moglichst unabhéngig
von duleren Einfliissen sind und sehr genau reproduziert werden kénnen.
Alle anderen Groéflen sind abgeleitet und durch die Verkniipfungen mit den
Grundgréfien bestimmt.

Keine Messung ist absolut fehlerfrei. Sie kann prinzipiell nicht genauer
als die Definitionsgenauigkeit (Reproduzierbarkeit) der eingehenden Grund-
groffen sein. Hinzu kommen dann noch Ungenauigkeiten beim eigentlichen
Messprozess (Vergleich der zu bestimmenden Grofie mit der Mafiverkorpe-
rung). In den wenigsten Fillen der téglichen Praxis ist jedoch eine Genau-
igkeit erforderlich, die den aufwendigen Vergleich mit dem Primérstandard
rechtfertigen wiirde. Es wurde deshalb eine ganze Reihe von Messverfahren
und Messgeriten entwickelt, die mit angepassten Genauigkeitsanforderun-
gen einfacher handhabbar sind.

Zur Einschétzung, ob der gewonnene Messwert fiir die Erfordernisse ei-
ner nachfolgenden Anwendung brauchbar ist, gehort unbedingt die Anga-
be des Messfehlers. Ein Geratehersteller muss zur Garantie der Funktio-
nen in der Entwicklungsphase umfangreiche Betrachtungen zur Toleranz der
Eigenschaften der Gerédtekomponenten durchfithren und diese wahrend der
Produktion iiberwachen. Wenn Sie z.B. die Brennweite einer Linse bestimmt
haben und diesen Wert ohne Fehler angeben, kann ein Konstrukteur nicht
entscheiden, welche Justierfreiheitsgrade er vorsehen muss bzw. ob er diese



Linse iiberhaupt zur Losung seiner Aufgabe einsetzen kann.

2 Messfehler

Zu jeder Messung gehort die Abschétzung der moglichen Abweichungen des
Messwertes x,,, vom wahren Wert x,,. Diese Abweichung bezeichnet man als
wahren Messfehler € (vgl. Abb.1), der immer unbekannt bleiben wird. Die
Aufgabe des Experimentators besteht darin, aus seiner Messung und im Ver-
gleich mit Ergebnissen anderer Messungen einen Fehler Az so abzuschétzen,
dass der wahre Wert (mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit) innerhalb
des Intervalls x,, — Az - - -z, + Az liegt.
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Abbildung 1: Angabe der Fehlergrenzen

Die Abweichung Ax bezeichnet man als absoluten Fehler. Der Messwert
wird zusammen mit dem absoluten Fehler in der Form z,, + Az (z.B. s =
(4,02 £ 0,04)m) angegeben.

Das Verhiltnis des absoluten Fehlers zum Messwert r = Az /x,, (in %)
bezeichnet man als relativen Fehler. Der Messwert wird zusammen mit dem
relativen Fehler in der Form z,, £ r% (2.B. s = 4,02m=+1%) angegeben.

Grobe Messfehler resultieren aus falscher Bedienung von Messgeréten,
defekten Messgerdten oder schlechten Versuchsbedingungen. Das ist z.B.
der Fall, wenn Sie das Erdmagnetfeld bei unbeabsichtigter Anwesenheit ei-
nes starken Elektromagneten messen. Grobe Messfehler sind prinzipiell ver-
meidbar und werden hier nicht weiter diskutiert.

Systematische Messfehler driicken sich dadurch aus, dass bei mehr-
maliger Wiederholung der Messung die Abweichung des Messwertes vom
wahren Wert immer in der gleichen Richtung zu finden ist und auch im-
mer ungefihr gleich grofl ist. Die Ursachen fiir die Abweichungen wirken
nach Betrag und Richtung in ann&dhernd konstanter Weise. Diese Ursachen
sind z.B. Ungenauigkeiten der Messgerite (Kalibrierfehler). Manchmal ist
auch das Messverfahren unvollkommen, weil (geringe) Stérungen der Mess-
grofle vernachléssigt wurden. Diese Fehler kénnen durch Bertiicksichtigung
der Einfliisse zumindest teilweise korrigiert werden. Es bleibt aber ein syste-
matischer Restfehler (Az,) (meist Genauigkeit des Messgerites), der nicht



weiter eliminiert werden kann und zusammen mit dem Messwert angegeben
werden muss.

Zufillige Fehler erkennt man daran, dass die Messwerte bei Wieder-
holung der Messung um den wahren Wert schwanken. Die Schwankungen
kénnen in der Natur der MessgroBe begriindet sein', durch wechselnde Mess-
bedingungen (Umgebungseinfliisse) verursacht werden? oder auch einfach
nur durch die Unzulénglichkeit der menschlichen Sinne entstehen®. Mit Hilfe
geeigneter statistischer Methoden kann man aus einer endlichen Anzahl von
Messungen einen Schitzwert fiir die Messgrofie und ihren zufilligen Fehler
(Az,) bestimmen.

Zu Beginn der Fehlerbetrachtung sollte man versuchen, die verschiede-
nen Fehlerquellen zu erkennen, abzuschitzen und zu vergleichen. Nur die
Einfliisse der stéirksten Fehlerquellen sind in die Fehlerbetrachtung einzube-
ziehen. Fehlerquellen mit geringeren Einfliissen kénnen ab einer bestimmten
Stéarke vernachldssigt werden.

Im Folgenden erhalten Sie Hinweise fiir die Abschiatzung dieser Fehleran-
teile bei der unmittelbaren Messung einer Grofle. Oft muss die zu bestim-
mende Grofe erst aus den Messgrofien berechnet werden. Im Abschnitt Feh-
lerfortpflanzung wird diskutiert, wie man aus dem Fehler der Messgrofie den
der Bestimmungsgréfle ermittelt. Meist gehen in diese Bestimmungsgrofie
mehrere Messwerte ein. Es wir dort auch diskutiert, wie sich ihr Gesamtfeh-
ler aus den einzelnen Bestandteilen zusammensetzt.

Die richtige Fehlerrechnung erfordert einige Erfahrung. Diskutieren Sie
deshalb mit IThrem Versuchsbetreuer, wie Sie bei Ihrer konkreten Versuchs-
aufgabe vorgehen koénnen.

3 Abschitzung systematischer Fehler

Die Abschitzung systematischer Fehler setzt die genaue Kenntnis der Mess-
geridte und des Messverfahrens voraus. Mogliche Ursachen fiir systemati-
sche Abweichungen des Messwertes vom wahren Wert sind nachfolgend auf-
gefiihrt.

Unvollkommenheit des Messgeriites (Kalibrierfehler) Jedes Mess-
gerdt wurde durch Vergleich mit einem genaueren Messverfahren geeicht.
Daraus resultiert eine Genauigkeitsklasse, die der Hersteller fiir dieses Gerét
garantiert und die ihm oft sogar von einem Eichamt zertifiziert wurde. Ein

1z.B. Aktivitit einer radioaktiven Probe

27.B. Steig- und Sinkgeschwindigkeit der Oltrépfchen beim Millikan-Versuch ist wegen
der Sto8e mit Luftmolekiilen nicht konstant

32.B. Schwankungen beim Stoppen einer Zeit



iibliches Multimeter hat zum Beispiel die Genauigkeitsklasse 5%, d.h. der
maximale Messfehler betrigt 5% des Messbereiches. Informieren Sie sich
iiber die im Praktikum verwendeten Messgerite und deren Fehler beim Ver-
suchsbetreuer.

Beachten Sie auch, dass sich die Genauigkeit der Messungen durch un-
sachgeméfle Behandlung der Geréte verschlechtern kann. Das trifft z.B. zu,
wenn die Wégestiicke einer Analysenwaage verschmutzen oder korrodieren.

Unvollkommenheit des Messverfahrens oder des theoretischen Mo-
dells zur Versuchsauswertung Sie sollten iiberpriifen, ob Sie bei der
Messung der Grofle alle Einfliisse auf den Messwert beriicksichtigt haben und
ob Niaherungen bei der Auswertung der Versuchsergebnisse gerechtfertigt
sind. Zum Beispiel soll die Messung der Viskositét eines Oles iiber die Sinkge-
schwindigkeit einer Kugel und damit iiber die Bestimmung der Stokes’schen
Reibungskraft erfolgen. Je nach angestrebter Genauigkeit miissen der Auf-
trieb der Kugel im Ol, der Einfluss der endlichen GefiBdimensionen auf
die Reibungskraft (Ladenburg-Korrektur) oder auch ein quadratischer Term
bei der Geschwindigkeitsabhéngigkeit der Reibungskraft (Oseen-Korrektur)
beriicksichtigt werden.

Sie sollten die Beeinflussung des Messergebnisses durch die Messung
moglichst klein halten, zumindest aber einschétzen. Wenn Sie z.B. eine Span-
nungsmessung an einer hochohmigen Quelle durchfiihren, sollten Sie Sorge
dafiir tragen, dass das Messgerit einen deutlich hoheren Innenwiderstand
als die Quelle hat, damit die zu messende Spannung beim Anschlieflen des
Gerétes nicht zusammenbricht. Durch Beachtung derartiger Einfliisse und
Korrektur bei der Auswertung kann man die Messgenauigkeit prinzipiell
steigern. Das ist jedoch nur solange sinnvoll, solange andere Fehlereinfliisse
kleiner als diese Korrekturen sind.

Unvollkommenheit der Versuchsbedingungen Schliellich sollte das
Messobjekt die fiir die Messung geforderten Eigenschaften und Umgebungs-
bedingungen (Zusammensetzung, Form, Reinheit, ...) besitzen. Zum Bei-
spiel ist das Ergebnis einer Messung der Oberflichenspannung von Wasser
sehr empfindlich von dessen Verunreinigungen insbesondere mit Tensiden
abhéngig. Wegen der thermischen Ausdehnung ist die Einhaltung der Tem-
peratur wichtig, wenn man eine Lidnge von 1m mit einer Genauigkeit von
1pm messen will.

Ablesegenauigkeit Beachten Sie auch, dass der Messwert nicht beliebig
genau vom Messgerit abgelesen werden kann. Misst man z.B. den Durch-
messer eines Drahtes mit einer Schieblehre, betriagt die Ablesegenauigkeit
0,1mm. Bei einer Mikrometerschraube betrigt sie 0,0lmm. Die Digitalanzei-
ge einer intakten Waage oder Stoppuhr ist sinnvollerweise so dimensioniert,



dass der Kalibrierfehler kleiner als die letzte angezeigte Stelle ist. Diese ist
entweder auf- oder abgerundet. Der systematische Fehler ist damit durch
die Ablesegenauigkeit bestimmt und betrigt die Halfte dieser letzten ange-
zeigten Stelle.

Durch Untersuchung der verschiedenen Fehlereinfliisse ist ein Wert fiir
die maximale Abweichung des wahren Wertes vom Messwert anzugeben.
Oftmals ist dieser Fehler nur ein begriindeter Schétzwert. Diskutieren Sie
mit Threm Versuchsbetreuer die Quellen fiir die systematischen Fehler ihrer
Messung, um Erfahrungen zu sammeln!

4 Abschiatzung zufilliger Fehler

Durch statistische Auswertung sehr vieler Messungen kann man zufillige
Fehler abschitzen und reduzieren. Fiir diese Auswertung ist es prinzipiell
zunéchst erst einmal wichtig zu wissen, wie die Messwerte verteilt sind. Hier-
zu teilt man die auftretenden Messwerte in Klassen ein und zahlt, wie oft der
Messwert in jeder Klasse aufgetreten ist. Dividiert man diese Héufigkeits-
werte durch die Gesamtzahl der Messwerte, erhilt man eine relative Haufig-
keitsverteilung, wie sie z.B. durch die Balken in Abb.2 dargestellt wird. Lasst
man die Klassenbreite gegen Null und die Gesamtzahl der Messwerte gegen
Unendlich gehen, erhélt man eine kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsver-
teilung. Wir nehmen nun an, diese sei eine Gaufische Normalverteilung (s.
Abb.2 durchgehende Linie)

1 (z — p)?
oV2m exp(—T‘Z).

Die Grole h(z)dz ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, einen Messwert im Inter-
vall z ...x+dx zu messen. Die Normalverteilung besitzt nur zwei Parameter.
1 ist der wahre Wert, um den die Messwerte symmetrisch verteilt sind. Die
Standardabweichung o ist ein Maf fiir die Streuung der Einzelmesswerte um
den wahren Wert. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, einen Wert z im Intervall
i — 0o ...+ o zu messen betrigt 68,3%.

Streng genommen miisste die Annahme der Normalverteilung vor jeder
Messung erst durch geeignete statistische Tests tiberpriift werden. In vielen
Fillen ist sie jedoch gerechtfertigt, insbesondere dann, wenn die Einzelmes-
sungen unabhéngig voneinander (nicht korreliert) sind.

Unter der Annahme einer Normalverteilung kénnen Nidherungswerte fiir
p und o mit Hilfe einer geniigend grofien Anzahl von Einzelmessungen (Sich-
probe n > 10) gewonnen werden. Es seien x; (i = 1...n) diese Messwerte.
Dann ist das arithmetische Mittel

E:%sz

h(z) =
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Abbildung 2: Relative Haufigkeit des Auftretens statistisch schwankender
Messwerte (relHauf) und Normalverteilung (Gauss)

die beste Néherung fiir den wahren Wert p und

die beste Néherung fiir die Standardabweichung o.

Fiihrt man nacheinander mehrere Messungen vom Stichprobenumfang n
aus, so streuen die Mittelwerte & dieser Messungen um den wahren Wert p
mit einer Streuung von o/y/n. Daher liegt der Mittelwert einer Stichprobe
mit einer Wahrscheinlichkeit von 68,3% im Intervall p — % TR ﬁ

Da o durch s, geschétzt wird, miissen je nach Stichprobenumfang und
gewiinschter statistischer Sicherheit die Intervallgrenzen durch Korrektur
mit den sogenannten t-Werten etwas erweitert werden. In der folgenden Ta-
belle sind einige dieser ¢-Faktoren angegeben.

Stich- statistische
proben- Sicherheit
umfang | 68,3% | 95% | 99%

2 1,84 | 12,71 | 63,66
3 1,32 4,3 9,93
4 1,20 | 3,18 | 5,84
5 1,15 | 2,776 | 4,604
10 1,058 | 2,262 | 3,250
120 1,004 | 1,980 | 2,617

Der zufiillige Fehler Ax, ergibt sich schliefllich je nach Stichprobenum-



fang und gewéhlter statistischer Sicherheit zu

Szt 1
sz_%_t n(n —1) “

)

n
(LL’Z' - f)Q.

=1

Bei einem Stichprobenumfang von 10 und einer statistischen Sicherheit von

68,3% kann t = 1 gesetzt werden.

5 Fehlerfortpflanzung

Wird eine physikalische Gréfle nicht direkt bestimmt, sondern iiber eine Ver-
kniipfung mit gemessenen Grofen (z.B. Geschwindigkeit = Wegdifferenz /
Zeitintervall), so sollte man schon vor der Messung untersuchen, von welchen
Groflen das Ergebnis besonders empfindlich abhéingt. Diese miissen dann mit
besonderer Sorgfalt bestimmt werden.

Wir nehmen zunéchst an, unsere zu bestimmende Gréfle z hidngt nur
von einer Messgrofle z ab z = f(x). Fiir die Messgrofle haben Sie den Wert
I, ermittelt und den Fehler mit Az abgeschétzt. Den Erwartungswert der
zu bestimmenden Grofle z,, gewinnen Sie, indem Sie den Messwert in den
funktionalen Zusammenhang einsetzen z,, = f(z,,). Sie miissen nun noch
einen Fehler fiir die Grofle z,, abschétzen, der durch den Messfehler Ax und
die Stérke der Abhéingigkeit der Grofie z von der Messgrofle « bestimmt ist.
Sie konnen das tun, indem Sie x,, + Az und x,, — Az in den funktionalen
Zusammenhang z = f(z) einsetzen und damit den Maximalwert z;; und
den Minimalwert z,, unmittelbar bestimmen (vgl. Abb. 3(a)). Fiir kleine
Abweichungen Az kann man z = f(z) mit Hilfe des Differenzialquotienten
linearisieren? (vgl. Abb. 3(b))

2] =2 (wm) ]

Die Betragsstriche sind deswegen eingefiihrt, weil nur die Gréfle der Abwei-
chungen abgeschétzt wird.

Wir nehmen nun an, unsere Bestimmungsgréfle z héingt von zwei Mess-
grofen x und y ab z = f(z,y). Fiir die beiden Messgrofien haben Sie Werte
von I, und ¥, ermittelt und den Fehler mit Ax bzw. Ay abgeschitzt.
Den Erwartungswert der zu bestimmenden Gréfle z,, gewinnen man auch
hier wieder, indem man die Messwerte in den funktionalen Zusammenhang
einsetzen zy, = f(Zm,ym). Der Fehler Az setzt sich nun aus den beiden
Anteilen zusammen, die von den Messfehlern Az bzw. Ay herriihren. Je-
den kann man fiir sich in der oben diskutierten Weise abschétzen. Fiir die
Zusammensetzung der beiden Anteile sind zwei verschiedene Methoden ge-
brauchlich.

4d.i. Taylor-Entwicklung



(1) Uberwiegen die systematischen Fehler, hat man die Messfehler Az
bzw. Ay als maximale Abweichungen von den Messwerten bestimmt. Um
sicher zu gehen, dass das auch fiir die Abweichungen Az vom Wert z,, gilt,
addiert man die Betridge der beiden Fehleranteile algebraisch

z
i) ’ f()
f(@)
Az
Zm
Az
€T Az | Ax

Abbildung 3: Fehlerfortpflanzung

(a) Bestimmung des grofiten (zF) und des kleinsten (z,,) Wertes der Er-
gebnisgréffe durch unmittelbares Einsetzen des grofiten und des kleinsten
Wertes der Messgrofie (x,, £ Az) in die Formel z = f(x)

(b) Berechnung der Schwankungen Az iiber den Anstieg f'(z)

0z 0z
Azl = |+ m»mA a_ mamA-
182] = [ s )|+ 5 i) Sy

Man geht dabei vom ungiinstigsten Fall aus, dass die Abweichungen der bei-
den Groflen g—;Aaz und g—ZAy in die gleiche Richtung wirken und sich zum
maximalen Wert verstédrken. Dieses Vorgehen bezeichnet man als Grofitfeh-
lerabschéatzung.

(2) Uberwiegen bei allen eingehenden MessgréBen die zufilligen Fehler,
hat man mit dem oben beschriebenen statistischen Verfahren die Fehler Az
und Ay so bestimmt, dass der wahre Wert mit einer bestimmten Wahr-
scheinlichkeit innerhalb des Konfidenzintervalls liegt. Um diese Wahrschein-
lichkeitsaussage auch fiir den Fehler Az zu wahren, muss man beriicksich-
tigen, dass es bei unabhéngigen Messgroflen x und y unwahrscheinlich ist,
dass beide Abweichungen %Aaj und g—;Ay den grofiten Wert gleichzeitig an-
nehmen. Die beiden Abweichungen koénnen sich im Einzelfall sogar teilweise
kompensieren. Eine genaue Betrachtung fithrt auf das Ergebnis, dass bei
Wahrung der statistischen Sicherheit die beiden Fehleranteile pythagoreisch
zu addieren sind

0z 0z
N 2, (9% 2
|Az| = \/(Bx (T, ym)Ax)? + (ay(xm,ym)Ay) )
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Wird die zu bestimmende Gréfle aus noch mehr Messwerten bestimmt,
hat man bei der Fehlerfortpflanzung auch die weiteren Fehleranteile aufzu-
summieren. Das gilt fiir beide Moglichkeiten der Fehleraddition.

Eine pythagoreische Addition der Fehleranteile und damit die Bestim-
mung der statistischen Kenngréfien von z ist nur solange sinnvoll, solange
die Beitrage stochastischer Fehlerquellen deutlich iiberwiegen. In einer kon-
kreten Messung wird vielleicht fiir eine Messgrofe der statistische Fehler und
fiir eine andere der systematische Fehler {iberwiegen. Dann ist besser eine
Groftfehlerabschétzung vorzunehmen.

Es erfordert etwas Geschick und Erfahrung, die Fehlerfortpflanzung ra-
tionell durchzurechnen. Einige Regeln helfen, den Aufwand deutlich zu redu-
zieren. Hangt die Ergebnisgrofie in einer rein multiplikativen Verkniipfung
von den Messgrofien z = x"y® ab, dann addieren sich die relativen Fehler

|¥| = |T%| + \s% bzw. & = \/(rﬂp + (5&)2.

m Zm Tm Ym

Setzt sich das Ergebnis additiv aus den Messgrofien zusammen z = ax + by,
dann addieren sich die absoluten Fehler

|Az| = |aAz| + |[bAy| bzw. Az = /(aAz)? + (bAy)2.

Bei der Planung des Experimentes sollten Sie sich eine Ubersicht {iber die
Groflenordnungen der Einfliisse der Fehler aller Messwerte auf den Fehler des
Ergebnisses verschaffen. Damit wird klar, welche Messgrofien man besonders
sorgfiltig bestimmen muss und welche Fehler fiir den des Endergebnisses
unerheblich sind. Ordnen Sie die Fehlereinfliisse der einzelnen Messwerte
nach ihrer Grofle und vernachléssigen Sie solche, die gegeniiber anderen viel
kleiner sind.

Die Fehlerfortpflanzung ist weiterhin nur fiir den grundlegenden Zusam-
menhang anzuwenden und nicht fiir Korrekturen kleiner systematischer Ab-
weichungen. So darf man z.B. bei der Bestimmung des Fehlers der Viskositét
im Kugelfallversuch die Ladenburg- und die Oseen-Korrektur unberiicksich-
tigt lassen. Durch Vergleich des Einflusses dieser Korrekturen mit dem Mess-
fehler kann man entscheiden, ob ihre Beriicksichtigung iiberhaupt sinnvoll
ist.

6 Signifikante Stellen

Neben den Messfehlern haben Sie bei der Auswertung der Messergebnisse
auch Rechenungenauigkeiten zu beachten. Bei der Angabe eines Einzelmess-
wertes wurde die letzte Dezimalstelle gerundet. Damit ist seine Unsicherheit
gleich dem halben Wert der letzten angegebenen Dezimalstelle. Sind die-
se Ziffern Nullen, sollte man sie angeben, um anzuzeigen, dass sie sicher
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sind. Bei der Auswertung werden verschiedene Messwerte verkniipft (z.B.
Berechnung von Mittelwert, Streuung und zufélligem Fehler). Dabei liefert
der Taschenrechner meist sehr viel mehr Stellen, als bei der Einzelmessung
bestimmt wurden. Es ergibt sich die Frage, welche Ziffern des Rechenergeb-
nisses sicher sind (d.h. Information tragen) und angegeben werden diirfen.
Das ist eine Frage der Rechengenauigkeit mit gerundeten Werten (Nihe-
rungswerten) und betrifft sowohl die ausgewerteten Messwerte als auch die
berechneten Fehler (insbesondere die zufélligen). Mit Hilfe folgender Run-
dungsregeln (vgl. Fehlerfortpflanzung) stellt man sicher, dass nur die signi-
fikanten (sicheren) Dezimalstellen angegeben werden.

(1) Nach der Bildung von Mittelwerten ist auf die Stellenzahl der Ein-
zelmessungen zu runden. Beispiel: Beim Bestimmen der Fallzeit mit einer
Stoppuhr lesen Sie diese auf Hundertstelsekunden ab. Nach der Berechnung
des Mittelwertes sollten Sie auf Hundertstel runden.

(2) Bei der Angabe von Fehlern ist ebenfalls auf die Stellenzahl der Ein-
zelmessungen zu runden. Sollte dieser kleiner als eine Einheit der letzten
Stelle sein, ist der Fehler auf diesen Wert aufzurunden. Beispiel: Die statis-
tische Auswertung obiger Messreihe mit dem Taschenrechner ergibt einen
Fehler des Mittelwertes von Az = 0,132157 s. Da bei der Einzelmessung
auf die zweite Stelle nach dem Komma gerundet wurde, sollten Sie das auch
hier tun Az = 0,14 s. Ergibt sich dieser Fehler bei der Auswertung von
Messergebnissen, die mit einer Armbanduhr auf eine volle Sekunde gerun-
det wurden, wird auf die volle Sekunde aufgerundet: Az = 1 s.

(3) Bei der Addition und Subtraktion von gerundeten Messwerten diirfen
im Ergebnis nur so viele Dezimalstellen angegeben werden, wie der Sum-
mand mit der kleinsten Stellenzahl hat. Beispiel: Sie bestimmen den Au-
Bendurchmesser eines Rohres mit dem Lineal und runden auf 1mm. Den
Innendurchmesser bestimmen Sie mit dem Messschieber und runden auf
Zehntelmillimeter. Die daraus bestimmte Wandstérke sollten Sie auf volle
Millimeter runden.

(4) Bei Multiplikation oder Division von gerundeten Messwerten darf das
Ergebnis nur so viele giiltige Ziffern wie der Faktor mit der kleinsten Anzahl
giiltiger Ziffern besitzen. Beispiel: Fine Kreisscheibe von 4,53mm Durch-
messer (bestimmt mit einer Mikrometerschraube) wird aus 3,1m Entfernung
(bestimmt mit Bandmaf) betrachtet. Die scheinbare Winkelausdehnung (im
Bogenmaf}) betrigt 4,53 -1073/3,1=1,46129--- ~ 1,5 - 1073.

Bei der Auswahl der signifikanten Ziffern sollten Sie beriicksichtigen,
dass der Messfehler oftmals nur geschétzt wird und es deshalb nicht sinnvoll
ist, eine grofle Anzahl von Dezimalstellen anzugeben. Meist wird eine Stelle
geniigen.
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7 Lineare Regression

Bisher wurden die Fehler einzelner Messwerte betrachtet. Bei vielen Mess-
aufgaben ist jedoch die Abhéngigkeit einer physikalischen Gréfle von einer
oder mehreren anderen zu bestimmen. Die theoretischen Modelle zur Be-
schreibung der zugrunde liegenden Effekte liefern meist explizite funktiona-
le Zusammenhénge der MessgroBen (wenigstens aber die Bestimmungsglei-
chungen). Man erwartet beispielsweise bei der Rotation einer Spule in einem
Magnetfeld einen linearen Zusammenhang zwischen der Drehzahl der Spule
und der Amplitude der induzierten Spannung. Das Ergebnis der Messreihe
lésst sich durch Angabe der Parameter der Modellfunktionen zusammenfas-
sen. In unserem Beispiel kann man den Anstieg der linearen Funktion und
daraus u.a. die Stirke des Magnetfeldes bestimmen

In den einfachsten Fallen lassen sich die Zusammenhéinge durch lineare
Funktionen® beschreiben (z.B. Abhingigkeit der Dehnung einer Feder von
der einwirkenden Kraft (Hookesches Gesetz), Abhéngigkeit des elektrischen
Widerstandes von der Temperatur, ... ).

Wir betrachten die lineare Abhéngigkeit y(x) = axz+b zweier Messgrofien
x und y. Durch die Messung haben wir n zusammengehorige Wertepaare
{zi,y;} bestimmt. Aus den gemessenen Wertepaaren sind die Parameter a
und b zu bestimmen.

Das kann man ndherungsweise in einer grafischen Darstellung der Mess-
punkte erreichen, indem man eine Ausgleichsgerade so durch die Messpunkte
legt, dass die Abweichungen minimal werden. Der Schnittpunkt der Aus-
gleichsgeraden mit der Ordinate bestimmt den Parameter b und der Anstieg
der Geraden den Parameter a. Das Ergebnis hédngt jedoch stark von der
subjektiven Einschitzung ab.

FEin objektives Verfahren ist die lineare Regression. Die beiden Parame-
ter werden so bestimmt, dass die Summe der Abweichungsquadrate zwischen
Ausgleichsgerade und Messpunkten minimal wird (GauBsche Methode der
kleinsten Quadrate). Die Rechenvorschrift fiir die Bestimmung der Parame-
ter lautet hierbei

7y — iy
Q= ——
$2_i.2
und _
yx? —TYTr
b:—_ :y*al'.
$2—f2

Die {iberstrichenen Grofien sind Mittelwerte, die nach der folgenden Vor-
schrift gebildet werden

n
V= — v; mit v=ux,y,2y,x°,Y".
n
i=1

5Ist das nicht der Fall, kann man den Zusammenhang oft mit geeigneten Koordinaten-
transformationen linearisieren.
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Der Anstieg der Geraden a wird als Regressionskoeffizient bezeichnet.
Die statistischen Fehler der Parameter a und b erhélt man aus der Be-
ziehung

\/? + a222 — 24Ty — 2by + 2abT
Aa =1t un

(n —2)(22 — 7?)
Ab = AaV 72

Der Standardfehler Ay fiir einen Schitzwert von y, den man fiir einen be-
stimmten x-Wert durch Einsetzen in die Formel y = ax + b erhélt, berechnet

sich zu
N o (@Y 1y)
Ay = 2o L ,
y \/n_Q(y o)

In verschiedenen Computerprogrammen und sogar Taschenrechnern kénnen
Sie auf diese programmierten Algorithmen zuriickgreifen.

14



