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1. Motivation, Voruberlegungen

1.1 Die Wheatstone-Brucke

Die erstmals von Wheatstone verwendete und nach ihm benannte Briickenschaltung ermog-
licht die Widerstandsmessung durch einen Vergleich mit bekannten Widerstéinden. Sie eignet
sich zur Messung von Festwiderstinden in der Form der Abgleichbriicke und zur Messung
von Widerstandsdanderungen als Ausschlagbriicke.

1.2 Wheatstone-Brlcke als Abgleichbricke

1.2.1 Abgleichbedingung

Die Wheatstone-Briicke kann als ,,Doppel-Spannungsteiler* aufgefasst werden, der aus einem
Spannungsteiler mit den Widerstinden R, und R, und aus einem Spannungsteiler mit den

Widerstdnden R, und R, besteht.
Die ,,Briickenspannung® AU = U, ist im Leerlauf (R, =) die Differenz der Spannungen

R, U und R, U, es ist also
R, +R, R;+R,

>r) aw=| R Ry
R,+R, R;+R,

Fiir beliebige Versorgungsspannungen U wird AU =0, wenn die Abgleichbedingung

> 2R
R, R,

erfiillt ist. Der Wert des Widerstands R hat in diesem Fall keinen Einfluss.
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1.2.2 Messung eines unbekannten Widerstands

Ist ein unbekannter Widerstandswert R, zu bestimmen, so kann dieser im Fall der abgegli-

R . . .
chenen Briicke gemd R, =R,—> ermittelt werden, wenn die Widerstandswerte R,, R,

4
und R, bekannt sind. Verwendet man als ,,rechten Spannungsteiler” ein Potentiometer mit

prézise ablesbarer Skala (zum Beispiel 0<x <1), so folgt mit R, =(1-x)R und R, =xR
und dem Gesamtwiderstand R des Potentiometers:

333 R, =R, 3 =R, —R,

Nullindikator:

In jeder Abgleichbriicke wird ein Nullindikator benétigt. Haufig hat man Drehspulinstrumen-
te mit dem Nullpunkt in der Skalenmitte verwendet. Dabei ist es sinnvoll, eine Umschaltung
der Empfindlichkeit vorzusehen, um zunichst einen Grobabgleich mit nachfolgendem Feinab-
gleich in der Nihe des Abgleichpunkts durchfiihren zu kdnnen. SchlieBlich bietet die Elektro-
nik mit dem Operationsverstirker sogar die Mdglichkeit eines automatischen Briickenab-
gleichs. Ein Servomotor verstellt den Potentiometerschleifer so lange, bis die Ausgangsspan-
nung des Differenzverstirkers Null wird und damit die Abgleichbedingung erfiillt ist.

Wir verwenden bei unseren Experimenten ein Digitalvoltmeter als Nullindikator.

1.2.3 Genauigkeit

Bei der Briickenschaltung gehen weder die Versorgungsspannung der Briicke, noch der In-
nenwiderstand R des Nullindikators in die Bestimmungsgleichung fiir den unbekannten Wi-

derstand ein. Allerdings besteht ein indirekter Einfluss: Je groer die Versorgungsspannung
gewihlt wird, desto groBer ist natiirlich auch die Briickenspannung in der Nidhe des Abgleich-
punkts. Diese reagiert somit empfindlicher auf Verédnderungen der Abgleichwiderstéinde, und
der Abgleich kann mit gréerer Genauigkeit durchgefiihrt werden.

Das Nullinstrument muss den Nulldurchgang der Briickenspannung mit grofler Prizision
anzeigen. Diese Forderung ist grundsétzlich leicht zu erfiillen, da der Nullpunkt durch Kurz-
4
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schlieBen des Instruments schnell und einfach kontrolliert werden kann. Bei Zeigerinstru-
menten kann der Reibungsfehler zu Problemen fithren. Je nach dem, von welcher Seite man
sich dem Abgleichpunkt ndhert (Briickenspannung positiv oder negativ), konnen sich auf
Grund der Reibung Unterschiede im Ergebnis zeigen.

Widerstandstoleranzen des Potentiometers wirken sich nicht auf die Genauigkeit des
Messergebnisses aus. Unmittelbaren Einfluss auf die Genauigkeit haben allerdings der Fehler
AR, des Referenzwiderstands und der Fehler Ax des abgelesenen Skalenwerts. Sind diese

Fehler zufillig, so findet man fiir den relativen Fehler des Messergebnisses

2 2
bbb AR, z\/(ARzz) RS
R, RS x (1-x)

Die Herleitung dieser Gleichung ist in Anhang A1 ausfiihrlich dargestellt. Der relative Fehler

1 R2

ist immer groBer als der relative Fehler des Referenzwiderstands. Bei unglinstiger

1 2
Wahl des Referenzwiderstands (R, >> R, oder R, <<R,) liegt der Ablesewert von x nahe

bei x =0 oder x =1. Hier liefert dann der zweite Term unter der Wurzel einen sehr grof3en
Beitrag. (Aufgabe dazu im Anhang A1)

1.3 Wheatstone-Brlcke als Ausschlagbricke

Die abgeglichene Messbriicke ermoglicht eine sehr genaue Messung des Absolutbetrags von
Widerstandswerten. Will man jedoch Anderungen des Werts erfassen, dann ist es wesentlich
einfacher, diese Widerstandsénderungen aus den Anderungen der Briickenspannung zu ermit-
teln als durch stindig neues Abgleichen mit nachfolgender Berechnung aus den Abgleich-
werten.

Damit kommt man zur Ausschlagbriicke, die hdufig zur Temperaturmessung mit Wider-
standsthermometern oder zur Auswertung von Dehnungsmessungen (Dehnungsmessstreifen)
verwendet wird.

1.3.1 Ausschlagbrucke im unbelasteten Zustand

Wir untersuchen hier zunéchst eine Ausschlagbriicke im unbelasteten Zustand: Dieser Fall
liegt vor, wenn der Widerstand R, sehr groB ist, also ,.kein* bzw. ein vernachlédssigbarer

»Querstrom® 1, flieit. Diese Annahme ist realistisch, wenn wir die Briickenspannung mit
einem hochohmigen Digitalvoltmeter messen (Innenwiderstand des Voltmeters ~10 MQ).

Wir betrachten kleine Anderungen des Widerstands R, und nehmen an, dass sich dieser
Widerstand zusammensetzt aus einem festen (Anfangs-) Wert R,, und der Anderung AR, .
Dann ist

>>) R, =R, +AR,.
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Wir nehmen weiterhin an, dass die Briicke vor Beginn des Experiments fiir R, =R, bzw. fiir

AR, =0 abgeglichen wurde. Dann ist die bereits bekannte Abgleichbedingung gegeben als
> —=—

und fiir die Briickenspannung erhalten wir jetzt

R R
dd 4 AU = z -——1U
(R,,+AR))+R, R;+R,

Diese Gleichung ist zwar exakt, aber wenig aussagekriftig.

Aufgabe (Vorbereitunq):

die Briickenspannung im Fall AR, =0 verschwindet.

|
|
= Betrachten Sie diese Gleichung, und machen Sie sich zundchst unbedingt klar, dass
|

Ublicherweise werden kleine Widerstandsédnderungen AR, gemessen. In diesem Fall kann

man die oben stehende Gleichung durch eine wesentlich einfachere und {iibersichtlichere
Gleichung ersetzen. Im weiteren Verlauf der Rechnung fithren wir die Versorgungsspannung
U der Briicke auf der linken Seite mit (Division durch U). Das ist bequemer. Im Nenner des
ersten Bruches auf der rechten Seite klammern wir R, + R, aus und erhalten:

AU R, R,
R, +R
(RIO + Rz) 1+ & ’ )
R, +R,
Ist AR, sehr klein gegeniiber R, +R,, dann ist auch der Quotient R, sehr klein. In
10 + 2

diesem Fall diirfen wir die Ndherungsformel %z 1-x (Anhang A2) anwenden, die fiir
+X

»hinreichend kleine x* gut erfiillt ist. An die Stelle von x tritt nun !

R,,+R, "’
1 1 AR,
1+A7Rl Ry +R, ’
R,, +R,
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so dass wir insgesamt erhalten:

AU~ R, - AR, B R,
U R,,+R, R, +R, R;+R,

Ausmultiplizieren liefert

AU R, R, R,
U R,+R, R,+R, (R, +R,)’

0

Da wir gefordert haben, dass die Briicke fir R, =R, abgeglichen ist, verschwinden die
ersten beiden Terme. Machen Sie sich das unbedingt klar.

Es bleibt also

>>> AW R g,
U (R10+R2)

Im Rahmen unserer Nédherung ist die Briickenspannung also unmittelbar proportional zur Wi-
derstandsédnderung AR !

Wie empfindlich AU auf AR, reagiert, hangt ab von der Versorgungsspannung U und von
den Widerstandswerten R, und R,. Dabei ist R,, in der Regel vorgegeben: Beispielsweise

ist bei einer Temperaturmessung mit einem Platinfiihler ,,Pt 100“ R,; =100 Q bei T=0 C°.

Prinzipiell erhalten wir einen groen Messeffekt, wenn wir die Spannung U grof3 wihlen.

B Aufgabe (Vorbereitung): [ |
| |
B Warum kann U nicht ohne Bedenken moglichst gro3 gewdhlt werden? Beantworten u
= Sie diese Frage insbesondere auch im Hinblick auf die Temperaturmessung mit einem =
Widerstandsthermometer.
| |
0,20 e Auf der Suche nach einem geeigneten Wert fiir R, ergibt
R,,;=2 kQ — sich eine interessante Beobachtung. Nebenstehend finden
o1 Sie den Vorfaktor R, - flir einen Widerstandswert
\,\ RIO + RZ)
go v [ ~_| R,, =2kQ als Funktion f(R,) dargestellt.
R . . .
0,05 [ Der Faktor ———2——- durchlauft ein Maximum bei
| (Ryo+R)
0,00 Gleichheit von R, und R, .
0 2 4 6 8 10
R,/kQ
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B Aufgabe (Vorbereitung):

[ |

u R

B Zeigen Sie, dass f(R,))=——
] (Rl() + Rz)

Esistmit R, =R,

R, B 1
(R, +R,)* 4R,

Die Briickenspannung ist mit R, =R,

AR
>r) AU _1AR,
U 4 R1o

5 fir R, =R, ein Maximum hat.

Dieser lineare Zusammenhang gilt nur fiir hinreichend kleine AR, . Fiir gro3ere Widerstands-
anderungen muss die verwendete Ndherungsformel um weitere Beitrdge erweitert werden:

~l-x+x*F..

(vgl. Anhang A2).

Aufgabe (Vorbereitung fiir ,,Rechenfreaks*):

Fehler von 5% behaftet ist.

Leiten Sie eine ,,verbesserte Gleichung* fiir FU her, indem Sie auch den quadrati-

schen Beitrag beriicksichtigen. Schreiben Sie die resultierende Gleichung fiir den Fall
R, =R,, auf, und schitzen Sie ab, ab welchem AR, die lineare Ndherung mit einem

Konnen Sie diesen Befund spiter in Thren Messergebnissen wiederfinden?
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1.3.2 Ausschlagbrucke im belasteten Zustand

Im Fall eines endlichen Widerstands R, bleibt die
Abgleichbedingung unverindert giiltig. Allerdings ist nun
die Berechnung der Briickenspannung im Fall der ,,ver-
stimmten‘ Briicke (AR, > 0) deutlich aufwendiger. Wich-
tig ist die Betrachtung dieser Situation, wenn Anzeigeins-
trumente mit nicht vernachldssigbar grofem Innenwider-
stand verwendet werden miissen.

Der Strom durch den Widerstand R, kann berechnet werden, wenn man sich diesen Wider-

stand aus der Schaltung herausgelost denkt und die verbleibende Schaltung als Ersatzspan-
nungsquelle auffasst. Diese Ersatzspannungsquelle hat die Quellspannung

R R
>>) U =|—2—-—24—1U
R,+R, R;+R,

und den Innenwiderstand

__RR, " R.R,

> > > = .
R, +R, R, +R,

Fiir den Strom I, durch R folgt dann

und daher fiir die Spannung

R |: RZ _ R4 :|
R,U ’'R,+R, R,+R
dd 4 AUEU5=RSIS=R5£ = RRI ZRR3 !
+
i 5 1-*2 + 374 +R5
R, +R, R;+R,
B Aufgabe (Vorbereitung): [
[ [
: Welche Gleichung ergibt sich fiir AU, wenn R, — o0 ? :

Man kann von der oben stehenden Gleichung ausgehend genauso verfahren wie im Fall der
unbelasteten Ausschlagbriicke und insbesondere fiir kleine AR, einen linearen Zusammen-
hang zwischen AU und AR, formulieren. Diese Vorgehensweise ist hier jedoch aufwendiger.
Sie finden sie im Anhang A3 ausfiihrlich dargestellt. Lassen Sie sich bitte nicht erschrecken!
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Fiir hinreichend kleine AR, findet man

AU R,  n {I_RIORZ(RIO+R2+R3)+R§R3 L}
1 s

dd4 ~ - > 2
U (RIO +R2) (RIO +R2) R

und setzt man wieder R, =R, so folgt:

bhb AU AR [ Ry+Ry 1|
U 4R, 2 R,

B Aufgabe (Vorbereitung): [ |
| |
: Welche Gleichungen ergeben sich hier fir AU, wenn R, ->o? Wie sollte R, :
B gewidhlt werden? Und R, ? [
2 Laborversuche

2.1 Allgemeines

B Aufgabe (Vorbereitung, Labor): [
| |
B weisen Sie fiir alle Schaltungen, die von Thnen aufgebaut und untersucht werden, u
: nach, dass die beteiligten Bauteile und Geréte (hier insbesondere: Widerstinde, :
= Potentiometer, Widerstandsdekade) nicht {iberlastet werden. n

Machen Sie sich vor der Versuchsdurchfiihrung unbedingt mit der Funktionsweise der Wider-
standsdekade vertraut!

2.2 Experiment: Abgleichbricke

Bauen Sie aus den Thnen zur Verfiigung stehenden Gerdten und Zubehdr eine Abgleichbriicke
auf. Skizze!

Verwenden Sie als Referenzwiderstinde R, die Widerstandsdekade. Als ,,unbekannten Wi-
derstand“ R, verwenden Sie einen Widerstand des Stecksystems (Experimentierbrett).

Messen Sie mit der Briicke 5 Widerstinde R, Threr Wahl (siehe auch 2.2) aus. Fiihren Sie fiir
jeden einzelnen unbekannten Widerstand den Abgleich mit 5 verschiedenen
Referenzwiderstinden R, durch, so dass Sie das komplette Skalenspektrum 0<x <l
abdecken.

10
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Beachten Sie unbedingt die maximale Belastbarkeit der Widersténde.

Fiihren Sie fiir jede Einzelmessung eine Fehlerabschitzung durch.

2.3 Experiment: Ausschlagbricke ohne Belastung

Bauen Sie aus den Ihnen zur Verfiigung stehenden Gerdten und Zubehor eine Ausschlag-
briicke auf. Skizze!

Verwenden Sie als R, und R, Widerstinde, deren Werte sie zuvor mit der Abgleichbriicke
ermittelt haben. Um einen verdnderlichen Widerstand R, zu erhalten, schalten Sie R, in

Reihe mit der Widerstandsdekade. Die dort eingestellten Werte reprasentieren dann die
Widerstandsédnderungen AR, .

Vor Beginn der eigentlichen Messung wird im Fall AR, =0 (alle Widerstinde der Dekade
»ausgeschaltet) die Briicke am Prézisionspotentiometer moglichst genau abgeglichen.

Dann beginnt die Messung: Sie variieren AR, und ermitteln die dazugehorigen Briicken-

spannungen AU . Ist der Zusammenhang linear? Ab wann treten in der grafischen Darstellung
die ersten sichtbaren Abweichungen vom linearen Verhalten auf? Messen Sie in jedem Fall so
weit, dass Sie eine deutliche Kriimmung der Kurve beobachten kénnen?

Stimmen Experiment und Theorie fiir den linearen Bereich iiberein? Versuchen Sie mit Hilfe
von Anhang A4 die Koeffizienten a,,a,,a, der quadratischen Funktion

AU=a,+a AR, +a,(AR,))’
zu bestimmen.

Fiihren Sie die beschriebene Prozedur fiir die folgenden drei Situationen durch:

R,=R,,, R,<R,,, R,>R,

2.4 Experiment: Ausschlagbrucke mit Belastung

Wiederholen Sie die unter 2.3 beschriebene Prozedur. Schalten Sie parallel zum Voltmeter
nun aber einen Widerstand R, der nicht zu klein gewéhlt werden sollte. Wird er zu grof3

gewihlt, werden Sie jedoch keine Abweichungen von den bereits durchgefiihrten Messungen
beobachten. (Richtwert 50 kQ, vergleiche mit theoretischer Vorhersage, Abschnitt 1.3.2)

11
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Anhang
A1 Fehlerbetrachtung
Ist ein Messergebnis eine Funktion
y=F(X,,X,,....,X,)
einer oder mehrerer MessgroBen x,,X,,..., X, , so ist der Fehler des Messergebnisses nach

dem Fehlerfortpflanzungsgesetz zu ermitteln. Die Fehlerfortpflanzung ist fiir die erfassten
systematischen Fehler anders zu behandeln, als fiir zufallige Fehler.

Fehlerfortpflanzung fir systematische Fehler:

Der systematische Fehler Ay einer Funktion y =F(x,X,,...,x,) ist aus den systematischen
Fehlern Ax,, AXx,, ..., Ax, der EinzelgroBen x,, X,, ..., X, zu berechnen gemal

Ay:z ok Ax, = oF Ax, + oF Ax, +...+6—FAXH.
i 5X axl 8X2 5X

1

>> >

n

Es handelt sich bei dieser Gleichung im Prinzip um das totale Differential der Funktion F. Es
wird angenommen, dass die Fehler Ax,, Ax,,...,Ax, hinreichend klein sind, so dass eine
Linearisierung der Funktion F angemessen ist.

In die Ausdriicke fiir die partiellen Ableitungen g werden die eigentlichen Messgrof3en

eingesetzt.
Die Vorzeichen der Ableitungen sind hier unbedingt zu beachten: Es kann also durchaus vor-

kommen, dass sich zwei in entgegengesetzter Richtung wirkende Fehlerbeitrage kompen-
sieren.

Fehlerfortpflanzung fir zufallige Fehler:

Der zufillige Fehler Ay einer Funktion y=F(x,,X,,...,X,) ist aus den zufdlligen Fehlern
AX,, AX,, ..., Ax der Einzelgroflen x,, X,, ..., X, zu berechnen gemif

2 2 2 2
> Aszz[a_FAXi} J[%} JE e ]
~| ox, ox, ox, ox.,

In die Ausdriicke fiir die partiellen Ableitungen o werden die eigentlichen Messgroflen

eingesetzt, Ax,, AX,, ..., Ax, sind die geschitzten Fehler.

12
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(Liegen fiir jede EinzelgroBe mehrere Messergebnisse vor, so setzt man in die partiellen
Ableitungen die Mittelwerte X,,X,,...,X, ein und fiir Ax,, AX,,...,Ax, die Standardabwei-
chungen.)

Mit

> R, =F(R,,x)=R,| ~~1|und 2 =11 F_ g 1
X 0R, x 0x X

folgt

AR, =\/[1——1} (AR,)’ +R—§(AX)2 .
X X

Der relative Fehler von R, ist dann

2 2
S J{l__l} s B sy
1 Rz[_l} < X

X

und kompakter

2 2
bbb ARIZ\/(ARZZ) (807
R, RS x“(1-x)

Lassen wir einmal den Fehlerbeitrag des (im Normalfall hochpridzisen) Referenzwiderstands
auller acht, so bleibt der diskussionswiirdige Fehlerbeitrag

AR A
242 T
R, x(1-x)
2,0
| |NERENNRS
: Aufgabe (Vorbereitung): : s \\ 20,001 /I
X
B Wie sollte man den Referenzwiderstand wihlen, um m S o
= optimale Mesergebnisse zu erzielen? Erklarung? = LN /
%“0’5 N — /
0,0
00 02 04 06 08 1,0

13
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A2 Potenzreihenentwicklung von Funktionen: Linearisierung

Hiufig ist es zweckmdBig, Funktionen f(x) in der Néhe eines bestimmten Wertes x =X,
durch einfachere Funktionen (hier: Polynome) anzunéhern bzw. zu ersetzen. Den Wert x =X,
nennt man Entwicklungspunkt. Unter gewissen Voraussetzungen kann man die Anndherung
durch Polynome durch Beriicksichtigung (unendlich) vieler Glieder beliebig genau machen.
In der Praxis ist man aber meist an moglichst einfachen ,,Ersatzfunktionen® interessiert. Die
unten allgemein darstellte sogenannte MacLaurinsche Reihe (x,=0) wird daher nach
wenigen Gliedern abgebrochen:

1

'f ©0) x*

> F(x) ~ F(0) + £/(0) X + - £7(0) x> +-£7(0) X +....=
2 6 Sl

wobei mit f*(0) die k-te Ableitung der Funktion f(x) an der Stelle x =0 gemeint ist. Dabei
ist die ,,nullte Ableitung” ¥ (0) =(0), also die Funktion selbst.

Will man die ,,Originalfunktion durch eine Gerade annédhern, so benétigt man nur die ersten
beiden Glieder der Reihe:

f(x) ~ £(0)+'(0) x

Geometrisch interpretiert bedeutete dies: Die Funktion f(x) wird an der Stelle x, =0 durch
eine Tangente, also durch eine Gerade ersetzt.

Im Zusammenhang mit diesem Laborversuch interessiert besonders die Funktion

f(x)=
1+x
mit den Ableitungen
f'(x):—%, f'(x) = 2 - "(x)=- 6 - etc.
(1+x) (1+x) (1+x)

und damit

fO=1. FO=-1. FO)=2, 0= .
Setzt man diese Werte in f(x) ~ f(0)+f'(0) x +%f”(0) x’ +éf’"(0) x” +.... ein, so folgt

=l-x+x2-x"+...

>> >

1+x

14
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Diese und andere Reihenentwicklungen hiufig verwendeter Funktionen findet man in Formel-

sammlungen zusammengestellt.

Die folgenden Abbildungen sagen Ihnen vermutlich mehr als tausend Worte:

2,0
1,5 \
10 N
0,5
\\
0,0
-0 1 2 3 4
X
f(x)=—— und 1-x
2,0
1,5 \\ /
10 N
0,5
\\
0,0
-0 1 2 3 4
X
1
f(x)=—, 1-x+x” und 1 -x +x* —x°
I+x

In der Praxis hat man hédufig Ausdriicke der Form

miissen:
111
X
at+tx aq X
a
) ) ) X
An die Stelle von x in tritt nun —:
1+x a

15

a+Xx

<

1,0
> K
\\
0,5
2050 -025 0,00 025 050

X

wie links, anderer Mal3stab

N\
1,0 \
> &
\\
0.5
2050 -025 0,00 025 0,50

X

wie links, anderer Mal3stab

, die zundchst umgeformt werden
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333 LI NN

A3 Linearisierung der Bruckenspannung im belasteten Fall

Haufig finden Sie in Lehrbiichern die Formulierung ,,Wie man leicht zeigen kann ... Seien
Sie misstrauisch, wenn Thnen eine solche Floskel begegnet. In der Regel kommt man ndmlich
nicht aus eigener Kraft zum gewiinschten Ergebnis. So ist das sicher auch im vorliegenden
Fall. Vielleicht wollen Sie aber trotzdem einmal versuchen, den Rechenweg nachzuvol-
1ziehen. Viel Spal3!

Wir starten mit

| R R,
AU - RU, _ 'R, +R, R,+R,

_R1+R5 RR, n R.R, +R ,
R,+R, R,+R, °

>> >

eliminieren die Doppelbriiche und klammern im Nenner R, aus:

AU _ RS(R2R3 _R1R4)
U R/{R,(R;+R,)+R, R, +(R;+R )R} +R,R;R, +(R,; +R,)R,R;

Mit R, =R, + AR, erhalten wir

AU _ R {R,R, - (R,, +AR)R,}
U [R,+AR){R,(R;+R,)+R;R, +(R; +R )R} +R,R;R, +(R; +R,)R,R;

Nach einer Umformung des Zihlers zeigt sich, wie dort die Abgleichbedingung eingearbeitet
werden kann:

0
—_——

AU — R;(R,R;-R,R, -R,AR))

U (R +AR {R,(R3+R )+ R3R, + (R +R )R+ RLR R, +(R; +R,R,R;

16
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Dann bleibt zunéchst

AU ~R,R.AR,
U (RIO +AR1){R2(R3 +R4)+R3R4 +(R3 +R4)R5}+R2R3R4 +(R3 +R4)R2R5

Nun werden Zihler und Nenner durch R, dividiert:

AU ~R,AR,
U

(R, +AR1)<{R2(§3+1)+R3 +(II:3+1)R5}+R2R3 +(1§3+1)R2R5

4 4 4

Im Nenner ersetzen wir dann Ry durch 1;10 (Abgleichbedingung):
4 2

AU —R AR,
U

(R,, +AR){R, ( Y+ +R, +( Y +DR}+R,R, +( % +1R,R,

2 2 2
~Ryy

Fiir kleine AR, ist R,, + AR, ~ R, und damit

AU ~R,AR,
U

R, {R,, +R, +R; +(R +DR,}+R,R +( 2 +DR,R,

2 2

Nun wird der Nenner so umgeformt, dass R nur einmal erscheint:

AU ~R.AR,
U

R
R;1R,+R, +R}+R,R; +(R710+1)(R10 +R,)R;

2

Mit

RIO (1{104_R2)2
—10 )R, +R,) =020
(R2 )( 10 2) R2

und Kiirzen mit R haben wir dann

AU — AR,
U (R,+R))’ . R, (R, +R,+R,)+R,R,
R2 RS

17



Grundlagen Elektrotechnik | Laborversuch I-2.0

(RIO +R2)2

Wir klammern aus und erhalten

AU ~ AR,
U
(R +R2)2 1+ R (R +R, +R;)+R)R,
R, R (R10+R2)2

5 R,

AU  —-R,AR, 1

U (R10+R2)2 1+R10R2(R10+R2+R3)+R§R3L
Ry +R2)2 R;

~1—x und erhalten

Fiir hinreichend grole R verwenden wir wieder

1+x
Y AU Ry, o {I_RIORZ(RIO+R2+R3)+R§R3 L}
~ 1 .
U (RIO + R2)2 (RIO + R2)2 RS

Das war es! Vielleicht kommt man auch einfacher zu diesem Ergebnis. Entsprechende Tipps
werden dankbar entgegengenommen!!!

A4 Ausgleichsrechnung, Regressionsanalyse

Wollen Sie statt einer Geraden (Laborversuch 1-1.0) eine Parabel an einen Messwertesatz
Lanfitten, so gehen Sie aus von der allgemeinen Gleichung

dd4 y=f(x)=a,+ax+a,x’

Die Parameter a,a,,a, sind so zu bestimmen, dass fiir Ihren Datensatz(x;,y;) mit i=1,...,n
die Summe der Fehlerquadrate minimal wird (Methode der kleinsten Fehlerquadrate).

Die Fehler sind y, —a, —a,x—a,x’, die quadrierten Fehler sind dann (y, —a, —a,x —a,x)*.
Fiir die Summe der Fehlerquadrate erhalten wir

212 242 212
S=(y,—a,—-a;x,—a,x])" +(y, -3, —a,;x,—a,X;)" +..+(y, -2, —a,X, —a,X,)

oder kompakter

1

(4 d g S(aOaalaaz)ZZ(Yi_aO_alxi_aZX'Z)Z .
P

18
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Die Fehlerquadratsumme ist also eine Funktion der unabhidngigen Variablen aj,a,,a,. Das
Minimum dieser Funktion ergibt sich im Fall verschwindender partieller Ableitungen:

8, B, oS _

s — Yo - O
0a, 0a, 0a,

Diese Bedingungen fiihren auf ein lineares Gleichungssystem fiir a,,a,,a,:

n n 2_ B n T
n in in Zyi
i=1 i=1 i=1
n n n n
2 3 _
in in in 1A= inyi
i=1 i=1 i=1 i=1
n 2 n 3 n 4 n 2
DX 2x DX DXV
L i=1 i=1 i=1 _ L i=1 n

-

das am besten mit dem PC oder Taschenrechner gelost wird. Viele Taschenrechner 16sen
sogar das komplette Ausgleichsproblem.

Rechenschema:

Mit dem folgenden Schema konnen Sie die Elemente der Koeffizientenmatrix und der rechten
Seite des Gleichungssystems ermitteln:

N —

== B

=
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