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Einheitliches Verfahren zur Ermittlung von Messunsicherheiten
1. Allgemeines

- Jede Messung ist grundsatzlich mit Unsicherheiten behaftet, so dass zur vollstandigen
Angabe eines Messergebnisses auch die Angaben Uber die Messunsicherheiten gehoéren.
Im Gegensatz zu der friher Ublichen Bezeichnungsweise ist hier stets von
-Messunsicherheiten” und nicht von ,Fehlern® die Rede. Fehler sind in der jetzt blichen
Nomenklatur [DIN 1319, Leitfaden (1995)] systematische Abweichungen von Messgeraten
und Messeinrichtungen, die durch eine Korrektion berlcksichtigt werden, d. h. vor der
Ermittlung der Messunsicherheiten korrigiert werden.

- Zumindest im Bereich der elektrischen Messtechnik ist (heute) die Reproduzierbarkeit
innerhalb einer Messreihe so gut, dass die Gesamtunsicherheit vorwiegend von den nicht
statistisch erfassbaren Unsicherheitsanteilen abhangt.

- Die Art der Ermittlung und Kombination der (Teil-)Unsicherheiten ist nicht einfach von der
Mathematik vorgegeben, sondern basiert auch auf physikalisch — messtechnisch vertretbaren
und fiir die Praxis brauchbaren Ansatzen. Das Verfahren der Berechnung bzw. Abschatzung
von Messunsicherheiten sollte

e moglichst allgemein anwendbar,
¢ in sich konsistent und einfach sein, und es sollte zu
e realistischen Ansatzen flhren.

- Die friher Ubliche lineare Addition der maximalen systematischen Teilunsicherheiten (,worst
case") erflllt sicher die erstgenannten Forderungen und ergibt Gesamtunsicherheiten, die ,auf
der sicheren Seite” liegen. Mit zunehmender Anzahl der in die Abschatzung eingehenden
Komponenten ergibt sich eine Uberschatzung und keine realistische Abschatzung mehr.

- Alle in ein Messergebnis eingehenden physikalischen Gré3en werden als Zufallsvariablen
behandelt, auch die EinflussgréRen. Eine Unterscheidung nach (den vermeintlichen
Ursachen) ,statistischen® und ,systematischen” Unsicherheiten ist daher nicht mehr
notwendig. Lediglich bei der Art der Ermittlung der Teilunsicherheiten kann unterschieden
werden in

Typ A: Teilunsicherheiten, die mit statistischen Methoden erfasst werden und
Typ B: Teilunsicherheiten, die auf andere Art ermittelt werden.

Diese Unterteilung ist lediglich aus methodischer Sicht guinstig, fur die Ermittlung der
Messunsicherheit ist sie ohne Bedeutung, weil die Behandlung der Teilunsicherheiten
gleichartig erfolgt.

- Eine MessgroRe Y wird als Ausgangs- oder Ergebnisgrofie bezeichnet. Sie ist im Allgemeinen
Uber eine Funktion G von einer Anzahl von Eingangsgrofien X; (i = 1, 2, 3, ...n) abhangig:

Y =G(X,, Xy, Xgpoeey Xy X)) (1)

Da die wahren Werte der Gré3en nicht bekannt sind, missen als Eingangsdaten fir eine
Auswertung Schatzwerte x; herangezogen werden.

- Als Maf fur die Unsicherheit der Eingangsgré3en dienen empirische Varianzen Sy (Quadrate
der Standartabweichungen s,;) bzw. entsprechende Schatzwerte fiir den Fall, dass die
Eingangsgrofien nicht voneinander abhéngen, d. h. nicht miteinander korreliert sind.

Bei Korrelation zwischen Eingangsgréfien sind auch noch Kovarianzen zu bericksichtigen
[Leitfaden (1995)].

Fachbereich
o A Elektrotechnik

Prof. Dr. M. Schmidt

AYA
A¥a¥a Fachhochschule Jena E m
n ' f o1 - a
Uniwarsity of _|.|-||'|I|n=:r: Sciencas .Jana Einheitliches Verfahren zur Ermittlung von MeBunsicherheiten LAB )



2.

AYA
A¥a¥a Fachhochschule Jena E m
n ' f o1 - a
Uniwarsity of _|.|-||'|I|n=:r: Sciencas .Jana Einheitliches Verfahren zur Ermittlung von MeBunsicherheiten LAB )

Kann fir eine Eingangsgrof3e eine bestimmte Verteilung angenommen werden, ist die dieser
Verteilung entsprechende Varianz anzusetzen.

Falls nur der obere und untere Grenzwert einer Eingangsgroée bekannt sind, wird eine
gleiche Wahrscheinlichkeit fiir alle Werte innerhalb des Intervalls angenommen
(Rechteckverteilung). Daher ist fur x; der Mittelwert der beiden Grenzwerte anzusetzen, die
Varianz ist fir die Rechteckverteilung zu berechnen.

Die Wahl von Varianzen (und Kovarianzen) als Kenngrdf3en erlaubt die Anwendung des
Gaulischen Fehlerfortpflanzungsgesetzes in verallgemeinerter Form, bei der die
Zufallsvariablen eine beliebige Verteilung haben dirfen.

Ansétze fur die Eingangsdaten

Bei Messreihen unter Wiederholungsbedingungen ist in bekannter Weise der arithmetische
Mittelwert nach Gl. (2) als Schatzwert x; anzusetzen.

n
2 Vi 2

j=1

Aus der Standartabweichung folgen gemaf der Gl. (3) und (4) die Schatzwerte fur die
Standardabweichung und die Varianz von X;.

1 0 -

Sy =.]— 2. (vi—V) 3)
n-1 j=1

2 1.

sxi=ﬁs\, )

Bei nur wenigen Einzelmesswerten kann der oben dargestellte Ansatz zu einer
Unterschatzung des Unsicherheitsbetrages fiihren. Fir eine Anzahl von Einzelmesswerten

2 < n < 10 wird empfohlen, die Varianz aufgrund der Ergebnisse friherer grolRerer Messreihen
abzuschatzen. Ist dies nicht mdglich, ist die Standartabweichung mit einem von der Zahl der
Einzelmesswerte n abhangigen Faktor zu multiplizieren (entspricht dem t — Faktor nach DIN
1319, Teil 3).

Liegt fir eine Grofde nur ein einzelner Wert vor (Messwert, Literaturwert, Angabe in einem
Kalibrierschein o. 8.), so ist dieser mit den zugehdrigen Varianzen bzw.
Standartabweichungen zu ubernehmen. Falls keine derartigen Angaben vorliegen, muss die
Varianz aus der Erfahrung abgeschéatzt werden. Die Verantwortung fur eine realistische
Abschétzung lasst sich in solchen Fallen auf keine Art in die mathematische Auswertung
verlagern.

Kann eine bestimmte Verteilung fiir eine EinflussgréRe angenommen werden, so ist die dieser
Verteilung entsprechende Varianz anzusetzen. Sind nur obere und untere Grenzwerte
bekannt oder abschatzbar (z. B. Temperaturbereich oder Fehlergrenzen eines Messgerates),
so wird die gleiche Wahrscheinlichkeit fur alle Werte innerhalb dieses Intervalls angenommen,
also eine Rechteckverteilung. Fir den Schatzwert x; ist dann der Mittelwert der beiden
Grenzwerte nach Gl. (5) anzusetzen:

1
X =§(ao,i +ta,; ) ®)
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Die Varianz wird nach den Gl. (6) bzw. (7) berechnet, je nachdem, ob die Grenzwerte als
oberer und unterer Wert oder nur einseitig bezliglich x ; angegeben sind.

1
2 — e -
Sxi 1 2 (ao,i au J ) (6)
1
2 = 3 a’ (7)

Mogliche Verteilungen, denen die Eingangsgrofien unterliegen kénnen, sind in der
nachfolgenden Tabelle zusammengestellt (KESSEL 2001):

Verteilungsform Parameter der Verteilung u® (x)
normal Standardabweichung o o’
- Halbweite Aa 1.\ .
trapezférmig Formfaktor B 5 (Aa)?- (1+ B?)
. , (A@)?
rechteckformig Halbweite Aa 3
e . (Aa)?
dreieckférmig Halbweite Aa 5
. . (Aa)?
U - férmig Halbweite Aa T

In der Tabelle wird hier erstmals das Symbol u fiir die Standardmessunsicherheit einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung (hier von Eingangsgréf3en) verwendet; sie ist identisch mit der
Standardabweichung der Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Berechnung der Ausgangsdaten bei unkorrelierten, voneinander unabhé&ngigen
EingangsgrofRen

Das Messergebnis y stellt einen Schatzwert fir den wahren Wert der Ausgangsgréfe Y nach
Gl. (1) dar. Es errechnet sich aus

Y = G(Xq,eees Xjoe Xy ) (®)

Die Varianz der Ausgangsgrdfien bei voneinander unabhangigen (unkorrelierten)
Eingangsgrofien ist gleich der Summe der einzelnen Varianzen, jeweils multipliziert mit den
Quadraten der zugehorigen partiellen Ableitungen der Funktion G (quadratische Addition)

2
n (oG
2 2
y El oX; X ®

(Besteht die Funktion G — wie haufig in der Elektrotechnik Gblich — nur aus Produkten und
Quotienten, so werden die Quadrate der partiellen Ableitungen alle gleich 1, dann kénnen
einfach die relativen Varianzen addiert werden. Diese relativen Varianzen sind auf die
jeweilige GréRe bezogenen Varianzen (s / xi)2 bzw. (s, /y)2. Das trifft aber nicht fir Summen
oder Differenzen zu!)
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- Die Angabe der Varianz s,” bzw. der Standartabweichung s, als MaR fiir die Unsicherheit
eines Messergebnisses wird im Allgemeinen als ausreichend angesehen. Bei dieser Angabe
wird der wahre Wert mit einer Wahrscheinlichkeit von 68,3% Uberdeckt.

Ist jedoch eine Unsicherheitsangabe gefordert, die mit einer hdheren Wahrscheinlichkeit den
wahren Wert Gberdeckt (z. B. bei Kalibrierungen im industriellen Bereich), so ist als
Gesamtunsicherheit u die mit dem Faktor k = 2 multiplizierte Standartabweichung anzugeben.
Fir eine Normalverteilung bedeutet k = 2, dass der wahre Wert mit einem Vertrauensniveau
von 95% innerhalb des Unsicherheitsbereiches liegt (vgl. auch DIN 1319, Teil 3).

4. Berechnung der Ausgangsdaten bei korrelierten, voneinander abhangigen Eingangsgrof3en

- Grad der Korrelation zwischen X; und X jwird durch geschatzten Korrelationskoeffizienten

charakterisiert

u(x,,x;)  geschatzte Kovarianz von x; und X,

X = = 10
b x)) u(x,)-u(x,)  Produkt der Unsicherheiten von x;, x, 1o

NS of of
u(y) :Z Z —-—-u(xi,xj) (11)

U(Xi 1 X; ) = U(Xj v X ) geschéatzte Kovarianz von X;j und Xj
uc2 (y) = kombinierte Varianz + Kovarianz
, N ) N-1 N
uc (y) :Z CI u (XI )+22 Z Ci Cj U(Xi) U(Xj ) r(Xi : Xi) (12)
i=1 i=1  j=i+l

- Sonderfall: r(xi,xj) =+1

fur 2 EingangsgroRen

ucz(y) :C12 +u2(xl)+2C1C2 u(xl)u(xz) 1= [Cl U(X1)+C2 U(X2 )]2 (13)
allgemein
N 2
2
U (y)=[2 Clu(xi)J (14)
i=1

N N
uc(y) =2 crulx)=3 ui(y) (15)

i=1 i=1
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5. Tabellarische Ubersicht (nach MELCHERT 1990)

Wiederholt gemessene GréRRen

Messwerte Vij i=1,2,..,n)

Mittelwert
Y

Xi =V = V.
n j=1

ij

Standardabweichung

(U
Sy = |—— Vi =V
oo 2 Y)

Varianz des Mittelwertes

2 1
s& =5
XI r]V

GroRen, bei denen nur auflere Grenzwerte bekannt sind

Mittelwert

1
= ta .
XI 2(a0,| a'u,|)

Varianz
1
2 — e -
Sxi 12 (ao,i au j )
1
2 o2
Sxi 3 a'i

Berechnung der Ausgangsdaten

Messergebnis

Y = G(Xgyen X1 Xy )

Varianz fir unkorrelierte Eingangsgrofien

2
N (oG

2 2

s2 =Y =—| sz

’ i§1 oXi)

&
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Varianz fur korrelierte Eingangsgrofien

2
nfoc) , L oG oG
xi oX oxX, ik (24)
ik=1 i k

mit
Sx,ik =Sxi " Sxk "Tx,ik (25)

wobei
i#k und —1<r<1

Sonderfall positive Korrelation mitr = +1

2
n n
2 oG oG
sp2=| 3 —sxi] T 26)
[izl oXi i-1 OXi
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7. Ermittlung von Messunsicherheiten — Beispiel fir unkorrelierte Eingangsgréfi3en
Quelle: Kose, Melchert (1991)

Messung der Stromstérke | als Spannungsabfall am Messwiderstand R:

| =10A R=0,01Q
Digitalvoltmeter mit R, >10°Q
Raumtemperatur innerhalb (23 + 3)°C

Eingangsdaten:

- 12 Einzelmessungen u =100,03mV; s, =9,9 10°V
Varianz sz = 98 100 ;
12
10
relative Varianz (S'Xl )2 = % =8,2:107

- Digitalvoltmeter

Fehlergrenze flir Messbereich 200 mV und fir Temperaturbereich
10° C ... 35° C:

+ (0,025 % der MessgroRe +0,01 % des Bereiches) fur Messwert 100 mV:
0,045 % Annahme Rechteckverteilung!

2
Schatzwert fir relative Varianz: (S'X2 )2 = % ©10® =6.75010"

- Messwiderstand R =0,010018 Q2 bei 10 A; 23° C

relative Messunsicherheit: 6-10% k=2

relativer Temperaturkoeffizient: 5.10 ° /K zwischen 15°C...25°C

relative Standardabweichung 3-10" wegen k = 2
relative Varianz (s', )’ =9-10°
- Temperaturbereich +3K;
relativer Temperaturkoeffizient. 5-107° / K bei Rechteckverteilung
1
relative Varianz (s''n) =3 (3-5)*-10 ™ =0,7510°°
A A oo
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Messergebnis und Gesamt - Messunsicherheit:
OHMsches Gesetz

U 0,010003

=—=—"—-=0985 A (Messergebnis)
R 0,010018

relative Varianzen als arithmetische Summe:

(S'y )2 =(8,2+6,75+9+0,75) -10° =24,7-10°
relative Standardabweichung bzw. relative Gesamt-Messunsicherheit (1)

§',~5-10%, k=1

also: der gemessene elektrische Strom hat einen Wert von

(9,985 + 8,8-10°% A (k=2)
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