du

i(z,t) . . — - i(z+dz, 1)
dL=1"-dz idz'
u(z,t) = |u(z+dz,1)
dC =C"-dz .
z dz z+dz
du=dr- < di=dc-
Ot Ot

Aus diesem Modell ergeben sich fir u(zt) und i(zt) folgende sogenannte
Telegraphengleichungen:

~Tu(z,t) _ |_¢xﬂi(z’t)

Iz _ ppIu(zt)
Nz it '

)[4 qt

und

fur eine verlustiose homogene Leitung.

L dsung der Telegraphengleichungen:

Mit den Fouriertransformierten U (z, jw) = F{u(z,t)} und
I1(z jw) = F{i (z,t)} vereinfachen sich die Gleichungen zu

du(z jw) _ . : dl(z jw)
- == = jwL S Sl LAVA
dz JW (z, Jw) und dz

Daraus lassen sich nun leicht identische DGL fiir | und U gewinnen :

= jwC®U(z, jw)

Uz, jw) - w’LEGU (z jw) =0 und 1 €z jw)- w>LAexXI(z jw)=0.

- jbz + jbz _ [T o~ a
Grundldsungen dieser DGI sind e und e mit b=w L¢C¢_

Damit kann man nun die algemeine Losung fur U(z, jw) und I(z, jw) angeben,
die wie die Telegraphengleichungen zeigen nicht unabhangig voneinander sind.



U(z jw) =U P (jw)e ™ +U O (jw)>e"”
und

wsC(r ., . +ibz
(2, jw) == - U (Gw) e P - UO) (jw) <)

Der Faktor W>XC®b " ist der Kehrwert des Wellenwiderstandes Z, der
idedlen Leitung der die Amplituden der hinlaufenden und der riicklaufenden
Spannungs- und Stromwelle miteinander verkntipft.

U9(w) _ U9Gw) _ b _ [Le

19z, jw) ~ 19(z jw) w>C¢ VCe -

0=

Der Wellenwiderstand Z, ist dso ein reiner Rechenwert (wie auch der
Feldwelenwiderstand h) .

Beispiel Plattenleitung :

C*zib L’:ﬂ—.d

da b

& d w 2
L= |- = [ gm g= =
- \/:b TENEAEY T

Bel der Ricktransformation in den Zeitbereich bewirken die Exponetialterme

z
+jw Z
e Y Zeitverschiebungen um die Laufzeit \, der zu U® und I gehérigen

Impulsformen u(t) und i(t).

u(zt) =u - H+uC+L) | izt = aE(+)(t' ) U()(t+z)0
vV Vv oe V g

U, f

(+)—»
~—|(%

—
4




Energietransport auf einer Leitung

Jede der beiden Teillwdlen transportiert Energie in die jewellige Richtung mit
ener Leistung

) )
Pz ) =uP (- At - Z)-—(“ )=(i“))2xzo
% % Z,
und

p(')(z,t) —_ u(')(t+E)>4'(')(t +E) :M — (i(-))Z XZO
vV % Z

0

Die durch ein gedachte Flache bel z hindurchtretende Nettoleistung ist somit

p(zt)= Pt ) - P (t+) (“H)Z (“;)2=(i“’)zxzo-(i“)zxzo

Es zeigt sich, dal3 in den Leistungsfliissen die gleiche Information wie in den
Strémen und Spannungen enthalten ist. Die Leistungen sind aber im Gegensatz
zu Strémen und Spannungen auch bel den hdchsten Frequenzen in ihren
Tellfllssen getrennt mef3oar. Das ist Grund genug die Signal beschreibung bel
hohen Frequenzen auf (normierte) Leistungswellen zu stellen.

Normierte Leistungswellen

Definition:
Normierte Welle in positiver z-Richtung

a(zt) = pU(t- )&\onz“”(z,t)%

Normierte Welle in negativer z-Richtung

b(zt) = p(')(t+§) u(\}(izt) |()(zt)x\/7

Die Leistungen sind identisch mit den Amplitudenquadraten der normierten
Widlen.

_ ~ 2
p(z.t) = (@21 - (b(z1))
Mit den normierten Wellen lassen sich auch Strom und Spannung auf der
Leitung angeben.



u(zt)/ Z, =3(zt)+b(zt) und i(z,t)%x/Z, =a(zt)- B(Z,t)_
Das legt es nahe auch Strom und Spannung in entsprechender Weise zu
Normieren.

Definition:
Normierte L eitungsspannung : u(z,t) =u(zt)/\/Z,
Normierter Leitungsstrom : T(Z, t) =i(zt) %/ Z,

Fur Strom und Spannung auf der Leitung ergibt sich nun sehr einfach

G(z,t)=a(zt)+b(zt) ud 1(zt)=4(zt)- b(zt).

Von besonderem Nutzen sind weiter die Fouriertransformierten der normierten
Grofien.

Z
WX—

G(z)=3(zt) +b(z1) O® U(z jw)=A(jw)se ¥ +B(jw)e v

Z
+jwx-

Tz =a(z1)-b(zt) O ® T (z jw)=A(jw)se - B(jw)e v

Mit Hilfe dieser Zeiger 183 sich zum Beispiel die (scheinbare) Impedanz einer
Leitung an der Stelle z angeben.

Z(jw) _U(z jw)
Z,  1(zjw)

z(jw) =

Erganzung: Leitung mit Verlusten
Flgt man in das ESB elnes Leitungse ementes den Langswiderstand
dR= R dzund den Querleitwert dG=Gtdz en, erhdt man das Moddl ener

Leitung mit Verlusten.

i(z,1). . dR iR"CfZ .+i(z+dz,t)
dl.=L"-dz
u(z,t) dG :G’-dzﬂ__ u(z+dz,t)
| dC =C"-dz |
z az z+dz



Die Wdlengleichungen und LAsungen unterscheiden sich nicht grundsétzlich.

S QU@ IW) _ Rer w9 (2, jw)
dz
und _
_ W = (GG jwCY U (2, jw)

Die Ausbreitungskonstante wird jetzt komplex (Dampfungsanteil)

g% =@ + jb)? = (Rt+ jwL){Gl+ jwC()
Fir den technisch sehr wichtigen Fall schwacher Dampfung (R( << jWL() und
(G( << jWC‘) ergibt sich:

1 )

b=wx/LE¢ yd a= E(G¢><ZO + R¢><Zol).
Zu der Ausbreitungskoeffizienten jb der idedlen Leitung kommt ein
Dampfungskoeffizient a, der sich bel langeren Leitungen bemerkbar macht.
Die Lésung im Bildbereich lautet nun

U (Z, JW) — U (+)(JW) ) jbx xe-axz + U (-)(JW) >e+Jb><Z >e+a><z

und

1(z, jw) = %(U O (jw) e e - UL (jw) e e )

Der in der zweiten Gleichung auftretende Wellenwider standsoperator hat nun
die Form

RC¢+ jwL¢
= GC+ chq; . FUr hohe Frequenzen gilt dabei Z » Zo_

Spidt die Dampfung eine Rolle, mul3 man aso fur die Welenausbreitung jb
durchg=a +jb ersetzen.



L eitungen endlicher Lange mit Quelleund L ast

Betrachten wir eine Leitung der Lange | und den Toren (Klemmenpaare) 1 und 2
und beschreiben die Leitungsgréfien im Bildbereich. Diein ein Tor einlaufende
Weédle s g, die audaufende by,. Aus Griinden der Tradition wollen wir weiter-
hin auch alle normierten Bildgrof3en durch kleine Buchstaben kennzeichnen. So
gilt auf der Leitung

y4
WX

u(z, jw) =a(0, jw)>e ¥ +b(0, jw)xe "V

und
(2 jw) =a(0, jw)>e ¥ - b0, jw)e ¥
a b
., Z, 2,
*b,— ] “a,
Torl Tor2

Mit & =a(0, jw) und b =b(0, jw) auch einfacher

Z Z
W %= +jwx

. Z . 4
) - jw +] ) ) - jw
u(z, jw)=a,>% Vv+b>x VY und i(z,jW)=ay>x V-Dbx Vv,

Fir z = 0 konnen wir schretben ;
ulzu(o’jw):al+bl und ilzi(o’jw):al'bl,
und firz=1gilt :

. . o _ |
u, =u(l, jw) und i, =-i(l, jw) und dieLarfzeit T =3

— - jwT jwT - - jwT jw
U, =ae ™ +h ™ g 1 =-ape ™ et

_ CjwST _ W
Schreiben wir abkirzend 0, =&, > """ g @, =b; 2" gamn gilt

u,=a,+b, g 1,=a,- b,



Der komplexe Reflexionsfaktor

Wird Tor 2 mit der Lastimpedanz W(jw) abgeschlossen wird dadurch das
Verhdtnis von Spannung und Strom am Ort z = | vorgegeben.

U, jw) _ al.jw) +b(, jw)

W(jw) = 11, jw)  ° a(l, jw) - b(l, jw)

Das verkniipft auch die Amplituden von riicklaufender und hinlaufender Welle
an dieser Stelle
: : W- Z
b(l, jw) =a(l, jw) x=—2-
WH+Z,

Nur wenn W = Z, gilt gibt eskeine riicklaufende Welle. In alen anderen

Félen wird ein Tell der hinlaufenden Wdlle reflektiert, damit die
Abschlussbedingungen erfillt werden konnen. Dieser Anteil wird durch den

komplexen Reflexionsfaktor G bestimmt (Glegt Betrag und Phase der
ricklaufenden Welle relativ zu hinlaufenden fest).

o Bl iw) _W- 2,
all,jw) W +Z,

Wir wollen noch die normierte Abschlussmpedanz w und die Admittanz
y = Lw einfihren, weil dadurch deutlich wird, dal3 es beim Reflexionsfaktor
nur auf das Verhdtnis der Impedanz zu Z, ankommt.

G:V_\/- Zy _w-1_1-y
W+27, w+l 1+y
Wichtig! Nur wenn die Leitung mit | mpedanzen abgeschlossen wird, die den
Wert des Wellenwider standes haben, treten keine Reflexionen auf.




Reflexionsfaktor und Abschlussimpedanz sind eindeutig enander zugeordnet.
Be bekanntem Reflexionsfaktor kann man auf die Impedanz w (W) schlief3en.

W:1:1+G, W:ZOXL-FG
y 1-G 1- G

Eine Lastimpedanz it ein Eintor, das durch den Reflexionsfaktor beschrieben
werden kann.

| mpedanztransfor mation auf einer Leitung

Schliefd man eine Leitung (Zweitor, 1 u. 2) mit einem Eintor 3 ab entsteht eine
Reflexion (rlcklaufende Welle). Der Reflexionsfaktor ist G Die ricklaufende
Wedle b; wird ds g in das Tor 2 eingespeist und erreicht Tor 1 als austretende
Wile b;. Am Eingang der Leitung ergibt sich also ebenfals ein von null
verschiedenes Verhdtnis von eingespeister zu reflektierter Welle, dso ein

Reflexionsfaktor C. Die Schnittebenenbei z=0undz =1, bei denen der
Reflexionsfaktor gemessen wird nennt man Bezugsebenen oder Referenzebenen.

Fir die einzelnen Wellen an den Bezugsebenen gilt:



b, =a " a =b,b,=Gx;a, =h,b =a,e™

verfolgt man die Kette riickwarts ergibt sich

b = a *Gxe jweT an b=a G und G= Gxg e

Am Eingangstor der Leitung erscheint ein transformierter Reflexionsfaktor, der
mit einer transformierten Torimpedanz verbunden ist. Ist die Leitung nicht

dampfungsfrel, mufd b durch g ersetzt werden und es kommt bei der
Reflexionsfaktortransformation die Dampfung hinzu.

(é: G W8T s 2a>t)
Eingangsmpedanz einer Leitung

Die Eingangsmpedanz einer Leitung, die mit der Impedanz W abgeschlossen ist
kann aus C abgeleitet werden.

W1+ (w- 1)

P1-G 0 W-1 e 0wl (w- 1) 2

w+1
~ (w+1)><e’b*+(w 1) % 0% W+ jxtan(b )
=Z,%
(W+1) x®* - (w- 1) e 1°* 0"+ j wxtan(b A)

Ist die Dampfung zu berlicksichtigen, ist j tan(f3) durch tanh(g) zu ersetzen.

W=7 x w+ tanh(g >1)
° 1+ wxtanh(g %)




