Kanalcodierung 2
Faltungscodierung

Ein Faltungs-Encoder kann al's Schieberegister mit Verknipfungsogik angesehen
werden. Jewells k > 1 Bit werden zu einem Symbol zusammengefaldt. Diese Symbole
werden anschlief3end getaktet in ein Schieberegister der Lange L = bxk eingegeben
(Bild ). Die Grole b = L/k heif¥ Eindringtiefe und L heild Einfluld&nge des
Encoders. Die Grof3e r = k/n gibt die Coderate an.
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Beispiel fiir einen Faltungs-Encoder

Wir setzen im folgenden k = | und machen uns die Faltungscodierung an dem im Bild
skizzierten Encoder klar. Stehen zu Beginn Nullen in den Schieberegister-Zdlen gibt
der Encoder auf

die Datenbits....... 0 1 0 1 1 0
die Codebhits ...... 0L 00 10 10 11 O00~>t aus.
1o @
1 Datenbit 14 2 Codebits
> 29
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k=1 L=3 *} Zustandsnummer:
n=2 r=1/2 1. Bit rechts
b=3 Startbelegung: 0 0 0 2. Bit links

Standardbeispiel fiir einen Faltungs-Encoder



Darstellungen des Encoders

Zunachst einmal kann der Encoder in Form eines Codebaumes (Bild ) dargestel It
werden.

Ist das Datenbit eine O, wird nach oben gegangen, ist es eine 1 wird nach unten
gegangen. Die Datenbits sind jeweils unter, die auszugebenden Codebits (auch Chips

genannt) sind Uber dem Ast angegeben. Eine bestimmte Bitfolge fihrt auf genau
einen Pfad durch den Baum. Der Baum wéchst exponentiell mit dem Takt.

Die zweite Darstellung des Encoders ist sein Zustandsdiagramm: Es gibt 2
Zustande, die durch den Inhalt der b — 1 rechts stehenden Schieberegisterzellen
bestimmt sind. Die Zustandnummer ergibt sich als Binérzahl aus dem von rechts nach
links gelesenen Inhalt dieser b — 1 Zellen. Der Inhalt der links stehenden
Schieberegisterzelle (das ist das aktuelle Datenbit) bestimmt den Ubergang zum
néchsten Zustand.
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Codebaum fr den Encoder des Standardbei spiels

Datenbits und Codebits sind an den Ubergangspfeilen des Zustandsdiagramms
angegeben, wobel die Codebits hier und in den folgenden Bildern in ihrer
"natUrlichen” Reihenfolge (1. Bit links, 2. Bit rechts) notiert sind.



Zustandsdiagramm fir den Encoder des Standardbeispiels

Eine Kombination von Codebaum und Zustandsdiagramm stellt das Trdlisdiagramm
dar:

0 1 2 3 4 ekt
Trelisdiagramm fUr den Encoder des Standardbei spiels

Darin werden fiir jeden Takt die 2! Zustande und die Ubergangspfeile zwischen
diesen dargestellt. It das nachste Datenbit eine O wird der obere, ist eseine 1 der
untere Pfeil, der aus dem aktuellen Zustand herausfiihrt, zum Ubergang in den
néchsten Zustand genutzt. Auch hier kénnen an den Pfeilen sowohl das Datenbit als
auch die auszugebenden Codebits abgel esen werden.

Decoder

Waéhrend der Block-Decoder n Codebits in k Datenbits zurlickverwanddlt, ist die
Lage beim Fatungs-Decoder etwas komplizierter, da aufgrund des Codierverfahrens
zusdtzlich zum aktuellen Datenbit vorhergehende Datenbits Einflul? auf die
auszugebenden Codebits haben. Empfangerseitig mul aso zu einer vom
Demodulator an den Decoder abgegebenen Codebitfolge y (Empfangshitfolge) die



wahrscheinlichste Sendebitfolge gefunden werden. Die Anzahl der moglichen
codierten Sendebitfolgen x wachst dlerdings exponentiell mit der Taktzeit
(Codebaum). Wir nehmen fir die folgende Betrachtung an, dal3 Sendebitfolge und
Empfangshitfolge dieselbe endliche Lénge N haben. Die Entscheidung kann entweder
aus Sicht des Empfangers oder aus Sicht des Senders getroffen werden:

Sicht desEmpfangers: .
Die Entscheidung félt fir die Sendebitfolge x , die nach Empfang der
Empfangshitfolge die hdchste Wahrscheinlichkeit hat.

P(x|y) = max| {P(4y)}
Die Entscheidung fallt also nach dem maximum aposterio (MAP-) Kriterium. Der
Decoder wird als M AP-Decoder bezeichnet.

Sicht des Senders:

Die Entscheidung fdlt nach dem Maximum-Likelihood- Verfahren . D.h. fur die
gegebene Empfangshitfolge y wird digjenige Sendebitfolge X~ bestimmt, fiir die die
bedingte Dichte f(y|]X ) maximal wird:

f(yx) =max|, {f(y]x
Der Decoder heildt ML-Decoder.

Im algemeinen unterscheiden sich MAP- und ML-Decoder. Nimmt man aber an, dal3
alle moglichen Sendebitfolgen gleichwahrscheinlich sind (was bel verninftiger
Quellencodierung zumindest ndherungsweise gilt), folgt tber die Forme von Bayes,
dal3 beide Verfahren identisch sind.

Liefert der Demodulator an den Decoder Bitfolgen, arbeitet der Decoder mit Hard-
Decision. Es bietet sich in diesem Fall an, die Entscheidung tber den
Hammingabstand herbeizufiihren. Der Abstand zwischen der Sendebitfolge x und der
am Demodul atorausgang vorliegenden Empfangsbitfolge y (beide haben die Léange
N) ist bei m Bitfehlern einfach d(y,x ) = m. Die Entscheidung nach dem minimalen
Hammingabstand ist der Entscheidung nach dem ML-Verfahren gleich: Fir m
Bitfehler in ener Bitfolge der Lange N gilt namlich unter der Annahme eines
symmetrischen Binarkanals

P(y[X) =ps1- p,
wobei p, die Bitfehlerwahrscheinlichkeit ist. Der Logarithmus ist monoton nicht
fallend, also kann daftr auch

I{P(Xy)} = mAn{ p} +(N - m)xn{1- p.}

)N-m

= m><In:' P YN n{l- p,}
i1- P g
maximiert werden. Fur p, <0, 5 (was sicher eine sinnvolle Annahme ist), sind beide
Summanden auf der rechten Seite < 0 und, daN ene Kongtante ist, wird die Summe




flr minimales m maximal.
Wird die Ubertragung durch additives wei3es Gaul3sches Rauschen der Rausch-
leistungsdichte Ny gestort, ist die Vertellungsfunktion der Empfangsbits y zunéachst

1 i Yo - X, ZH
durch F(YalXa) = JZpTeX | |
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gegeben. D.h. der Demodulator muf3 an dieser Stelle noch nicht unbedingt " hart” auf
Bits entscheiden: Er kann dem Decoder die Mdglichkeit zur Soft- Decision geben.
Werden die Bits ndmlich (wie im symmetrischen Bindrkand) stochastisch
unabhangig Ubertragen, gilt

N
F(y¥) =0 f(y,1x)
n=1
und fur die Likelihoodfunktion ergibt sich hier
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Der ML-Decoder entscheidet also fir die Sendebitfolge x, die der Empfangshitfolge y
nach dem Euklid’ schen Abstand am néchsten kommt. Gegentiber Hard-Decision
kann man bei Soft-Decision mit einem um ca. 2, 5 dB hoheren Codegewinn rechnen.

Der Viterbi-Algorithmus

Fatungs-Decoder, die nach dem sequentiellen ML-Prinzip arbeiten, miissen aso nur
die Hamming- (Hard-Decision) oder die Euklid’ schen Abstande (Soft-Decision) der
Empfangshitfolge zu alen mdglichen Sendebitfolgen bestimmen und unter diesen
Absténden den minimalen identifizieren. Fur grof3e Folgenléngen N ist das hier
beschriebene V orgehen nicht moéglich, dadie Anzahl der Vergleichspfade
exponentiell mit N wéchst.

So waren Faltungscodes praktisch nicht einsetzbar, bis 1967 Andrew J. Viterbi einen
Algorithmus verdffentlichte, mit dem in jedem Takt nicht mehr 2 sondern nur noch
2" (L ist die EinfluRldnge des Encoders) Vergleiche ausgefiihrt werden miissen.
Wir studieren den Viterbi-Algorithmus wieder an dem bereits dargestellten Belspid
des Standardencoders und dem zugehdrigen Trellisdiagramm, in dem auffdlt, dal? ab
dem dritten Takt in jeden Zustand jeweils zwei Pfade minden.

Der Einfachheit halber befassen wir uns zunéchst mit Hard-Decision- Decodierung.
Der Viterbi-Algorithmus 183 sich einfach (s.u.) auf die Soft- Decision-Decodierung
erweitern.

Wir kehren zum Trellis zurtick und schreiben in die Knoten zunéchst bis zum
zweiten Takt den Hammingabstand zwischen Empfangshit- und (mdglicher)



Sendebitfolge. Ab dem dritten Takt miinden in jeden Zustand zwei Pfade, von denen
wir aber nur denjenigen welterverfolgen, der gegentiber der Empfangshitfolge den
kleineren Hammingabstand hat. Zu diesem V orgehen missen zunéchst zwel
Bemerkungen gemacht werden:

1. Der Pfad, der beim Einminden in einen Zustand gegentiber der Empfangshitfolge
den groleren Hamming-Abstand hat, wird in der Folge nie eine Chance haben, Tell
des optimalen Decodier-Pfads zu werden, da der Hamming-Abstand eine mit dem
Takt monoton nichtfallende Funktion it.

2. Besitzen die in einem Zustand einlaufenden Pfade dense ben Hammingabstand zur
Empfangshitfolge, wird die Entscheidung fir einen der beiden

durch das Los getroffen (oder beide Pfade werden weiterverfolgt).

Bild 6.3-1(a) zeigt das aus der Encodierung der Datenfolge 0| 1 0 1 bel Start des
Encoders (Bild 6-2) im Nullzustand sich am Decoder nach ” Ausdiinnung” durch den
Viterbi-Algorithmus ergebende Trellisdiagramm, wenn kein Ubertragungsfehler
aufgetreten ist. Die Sendebitfolge00 |1 Ol Ol 00 ist dann identisch mit der oben
im Bild angegebenen Empfangshitfolge. Bild 6.3-1(b) zeigt das Vorgehen bel der
Decodierung, wenn einfach vom fiinften Takt aus der Pfad mit dem minimalen
Hamming-Abstand bis zum nullten Takt zurtickverfolgt wird. Die Bilder 6.3-1(c) und
6.3-1(d) zeigen das VVorgehen, wenn das erste und das flnfte Bit der Sendebitfolge
falsch empfangen wurden. Der Decoder korrigiert in diesem Fal die
Ubertragungsfehler.

Empfangene Bitfolge:
00 " n 0 00

0 1 1 0 ] 1
{b) Decodierung bei fehlerfreier Ubertragung {d) Decodierung mit Fehlerkorrektur

Bild 6.3-1: Viterbi-Algorithmus fir ein Encodierungsbe spiel nach Bild 6-2



Der Faltungs-Encoder erzeugt im Prinzip eine bdiebig lange Sendebitfolge. Der
unmotivierte Abbruch des Decodierverfahrens, so wie wir esin unserem Beispiel
durchgeftihrt haben, zieht eine erhdhte Fehleranfaligkeit am Ende der

Empfangsfolge nach sich. In der Praxis wird daher haufig so vorgegangen, dal3 durch
das Einfiigen von Nullen in den senderseitigen Datenstrom nach einer festen Anzahl
von Informationshits der Encoder in den Nullzustand gebracht wird. VVon dort aus
wird dann auch die Encodierung der néchsten Datenbitfolge begonnen. Fir das
Trelisdiagramm bedeutet dies, dal3 (wenn am Ende kein Fehler auftritt) alle Pfade im
Nullzustand enden. Fur unser Beispidl ist dasin Bild 6.3-2 dargestdlit.

OO 00 .~ 00

Bild 6.3-2: Audaufen des Encoders (bzw. des Trellisdiagrammes)in den Nullzustand

Fur den Fall der Soft-Decision-Decodierung werden statt der Bits die Matched-
Filterausgange y direkt an den Decoder gegeben, der dann statt des Hamming-
Abstands den Euklid’ schen Abstand auswertet.

Korrekturegenschaften von Faltungscodes

Die Laistungsfahigkeit eines Faltungscodes bel gleichvertellten Bitfehlern hangt - wie
bei den Blockcodes - von der Minimaldistanz zwischen Empfangsbitfolge und
Sendebitfolge ab. Der Zusammenhang ist aber fUr Faltungscodes nicht so einfach wie
fur Blockcodes, insbesondere kann die Restfehlerwahrscheinlichkeit nicht mehr Gber
die Binomiavertellung abgeschétzt werden. Die Restfehlerwahrscheinlichkelt hangt
bei Faltungscodes namlich nicht nur von der Anzahl sondern auch von der Position
der Fehler im Bitstrom ab.

Die Bilder 6.4-1(a) bis 6.4-1(d) geben die Bitfehlerwahrscheinlichkeiten am
Decoderausgang fur die besten bekannten Faltungscodes mit den Raten /2 und 1/3
sowohl fir Hard- als auch fir Soft-Decision-Decodierung wieder. Dabel wurden
BPSK-Modulation und ein AWGN- (Additive White Gaussian Noise) Kanal
zugrunde gelegt. Der zusétzliche Codiergewinn durch Soft-Decision-Decodierung
liegt bel ca. 2, 5dB. Die Leistungsfahigkeit von Faltungscodes steigt mit wachsender
Einfluldange L des Encoders.
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Bild 6.4-1: Leistungsfahigkeit von Faltungscodes, BPSK-M odulation, AWGN-Kand,
Bitfehlerraten am Decoderausgang



