8. Fourier- und Laplace-Transformation
8.1 Fourier-Transformation

8.1.1 Definition und Begriffe

Im letzten Kapitel hatten wir fir eine periodische Funktion f(t) mit der Periode T die
Darstellung durch eine Fourier-Reihe zunéachst in der Gestalt

f(t) = % +3 [ancos(not) + by sin(not)] (1)
n=1

hergeleitet.

Der Praktiker schlussfolgert aus dieser Darstellung, dass ein periodischer Vorgang die
Summenwirkung von harmonischen Schwingungen ist, deren Frequenzen die Vielfachen

einer Grundfrequenz o = ZTTE sind. Man sagt, dass die periodische Funktion spektral

zerlegt wurde. Die Gesamtheit der harmonischen Schwingungen bezeichnet man als das
Spektrum der Funktion f(t).

Dieses Spektrum wird offensichtlich dadurch charakterisiert, dass jedem Vielfachen nw der
Grundfrequenz o die Koeffizienten a, der Kosinus- bzw. b, der Sinusfunktionen eindeutig
zugeordnet werden:

n® — an und no — by,

Man spricht vom Kosinus- und Sinusspektrum.

Analog kann man mittels der 2. Darstellungsmoglichkeit

f(t) = Ao +§: Ancos(not + ¢n) 2

n=1

ein Amplitudenspektrum und ein Phasenspektrum

no — A und  no —> @q

definieren.

Das folgende Beispiel zeigt, dass ein solches diskretes Spektrum umso enger
zusammenriickt, je kleiner  ist, also je groRer die Periode T ist:

Dies legt die Schlussfolgerung nahe, dass fur T — o« aus dem diskreten ein
kontinuierliches (stetiges) Spektrum wird. Damit hétte man praktisch eine
Spektralzerlegung flr eine nicht-periodische Funktion (z.B. einmalige Spannungsimpulse
0.4.)!

Das Gleiche ist natirlich auch fir die komplexe Darstellung
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f(t) = i Cn et (3)

N=—00

Nw — Cp

moglich.

Ohne den Grenziibergang im Detail auszufiihren, geben wir die Ergebnisse an, wobei jetzt
der Kkontinuierlichen Variablen ® Funktionen zugeordnet werden (je nach
Darstellungsform):
® — a(m) und b(w)
® — A(o) und ¢(®)
o — F(w) (anstelle von c(w))
Im einzelnen gilt

F(o) :OJ? f(t) - e7o%dr

—00

a(m) :Of f(t) « cos(mt)dr, b(w) =T f(t) « sin(wt)dt

—00 —00

A(w) = 2|F(®)| = Ja(®)? + b(w)? und  o@(w) = arg(F(m)) |

Man spricht bei dieser Zuordnung von der Fourier-Transformation und bezeichnet die
Funktion F(w) als die Fourier-Transformierte (oder auch Spektralfunktion) der
Funktion f(t).

Eine solche Transformation ist von Bedeutung fur Funktionen, die neben der
Dirichlet-Bedingung auch noch die sehr einschneidende VVoraussetzung

T If(t)dt| <

—00

erfillen, weil dann die Transformation auch in der umgekehrten Richtung erfolgen kann
und zur Ausgangsfunktion zurtckfuhrt:

f(t) = % - [ F(o)-e'do = % [ ] f(x) - e 9drdo | (*)

—00 —00—00

bzw.

f(t) = %T [a(®) - cos(wt) + b() - sin(et)]do | (%)
0

bzw.

f(t) = %T [A(®) - cos(ot + (@) ]do | (**%)
0

Man spricht bei dieser Darstellung der Funktion f(t) vom Fourierschen Integraltheorem
(Fourierschen Integralsatz). Die Darstellung entspricht der Fourier-Reihe bei
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periodischen Funktionen.

In der Elektrotechnik gibt es viele Funktionen, die nur auf einem endlichen Intervall (ohne
Polstellen) definiert sind und damit diese Bedingung erfillen.

In der Elektrotechnik ist es so, dass zumeist mittels der Fouriertransformation der
Zeitfunktion f(t) eine Frequenzfunktion F(®) zugeordnet wird und von deren
Eigenschaften auf die der Ausgangsfunktion geschlossen wird. Die Ricktransformation
ertibrigt sich in aller Regel. (Die Fourier-Transformation bildet aus dem Zeitbereich in den
Frequenzbereich ab.)

Fourier—Transform. F

ft)————mmmmm e — N F(m):of f(r) -« eiords

8.1.2 Beispiele zur Fourier-Transformation

8.1.3 Rechenregeln fur die Fouriertransformation

Aus den GesetzmalRigkeiten der Integralrechnung kann man eine Reihe von Eigenschaften
der Fourier-Transformation herleiten. Dadurch muss man nicht immer wieder die
Integration selbst durchfiihren. Wir geben jetzt die wichtigsten Regeln ohne Beweis an.
Dabei bezeichnen wir die Funktionen des Zeitbereiches mit kleinen lateinischen
Buchstaben und die zugehdrigen Transformierten im Frequenzbereich mit den zugehérigen
grof3en lateinischen Buchstaben.

Zeitbereich Frequenzbereich
a-fO)+p-glt) — a-Flo)+p-Go)
f(a - ) N ﬁ F(2)
f(t—c) — | e . F(w)
el - f(t) — | F(w-7)
fO(t) - (Jo)" - F(o)
t
1
_{0 f(t)dt - o F(w)
f(t) * g(v) -  F(o) - G(0)

Dabei bedeutet die Operation * die Faltung zweier Funktionen:

f() * g(t) = | f(t-1) - g(r)dr.

—00
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8.2 Sprung- und Stol3funktion

Die sogenannte Einheitssprungfunktion

o 00 t<0 |
G =
1. t>0

wird bei technischen Anwendungen zur Beschreibung von Einschaltvorgdngen
genommen. Durch einen Vorfaktor a kann man die Sprunghdhe verandern. Eine
Verschiebung um T Einheiten 188t sich wie tblich darstellen.

0, t<T |
G(tT)—{ <

Bildet man die Differenz dieser beiden Funktionen, so erhalt man einen Rechteckimpuls,
der im Intervall [0, T] den Wert 1 annimmt und sonst gleich Null ist:

o(t)—o(t-T)

Soll die Flache des Rechtecks - unabhangig von der Impulslange T immer gleich 1 sein, so
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muss man durch T dividieren:
o(t) —o(t—T)

R1(t) = 2

Wir betrachten jetzt eine Folge von Rechteckimpulsen, die alle ihr Zentrum in to haben und
bei unterschiedlicher Impulslange T die Flache 1 ergeben:

ot~ (to— 7)) ~ ot~ (to + )
T

Rr(t;to) =

..._|.__. [

Zur Beschreibung von Impulsen, die sehr kurz aber mit hoher Intensitat wirken, kann man
nun in einem geeigneten Sinne den Grenzwert T — 0 bilden, wobei gleichzeitig Rt - T =1
erhalten bleibt.

Man erhdlt auf diese Weise die sogenannte d-Funktion (Sto3funktion; Impulsfunktion)
d(t;to) im Aufpunkt to. Mathematisch handelt es sich hier nicht um eine Funktion im
herkdmmlichen Sinne sondern um eine Distribution. Neben den Rechteckfunktionen kann
man sie auch durch verschiedene Folgen anderer Funktionen darstellen.

Die Fourier-Transformierte (in einem verallgemeinerten Sinne) der &-Funktion erhalt man
als Grenzwert der Folge von Fourier-Transformierten der oben erwéhnten
Rechteckfunktionen.

0 . t0+T/2 1 ) e—j(l)t to+T/2
Frio(o) =[ Rr(tito) -eddt = [ 4 -edodt = |: - i :|
—0 to-T/2 to—T/2

(e7i0T/2 _ gioT2)

_ 1 ajotorT2) _ ajolto-T/2)y — _ 1 A-jot
=——= (e 0 —e Jo(lo = ——12 Jolp
Tjo ( ) [0) T

F(S(t: to) =lim Fry,(0) = —-Le9 « (<jo) =goto
. T0 Jo —
Da || = 1 gilt, sind also fiir alle Frequenzen die Amplituden gleich 1. (Man spricht

auch von einem weillen Spektrum.) Zur Untersuchung des Verhaltens von
Ubertragungssystemen verwendet man deshalb gern solche Impulsfunktionen.

8.3 Laplace-Transformation
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Wegen der sehr einschneidenden Bedingung j If(t)dt| < o gibt es flr viele praktisch
wichtige Funktionen keine Fourier-Transformie_rte. Trotzdem mochte man gern auch diese
im Bildbereich mit den dort sehr angenehmen Eigenschaften (siehe Tabelle) behandeln.
Dies gelingt, wenn man die Transformation etwas abandert. Man gelangt dadurch zur
Laplace-Transformation.

Wir betrachten jetzt nur noch Funktionen f(t), die auf der negativen Halbachse gleich Null
sind. Diese Voraussetzung stellt fur viele in der Elektrotechnik in Frage kommenden
Funktionen praktisch keine Einschrankung dar. Die einschneidende Voraussetzung

j [f(t)dt| < oo weichen wir nun dadurch auf, dass wir nicht mehr die Funktion f(t) nach
I_:ourier transformieren sondern die ”gedampfte” Funktion f (t) = f(t) -e™" , wobei d > 0
eine geeignete positive reelle Zahl ist:

J fu®-edodt =] fu(t) - edotdt weil f(t) = 0 fiirt < 0
—oo 0
=[ f(t) - e 5t « e7dotdt =[ f(t) . e-SHoldt
I
0 0
:j f(t) . e~ GHo)tdt :J‘ f(t) . e-stdt mits = & +j(0.
0 0

Als Laplace-Transformierte der Funktion f(t) bezeichnet man (Existenz vorausgesetzt)
die Funktion

F(s) :Of f(t) - e~tdt |,
0

Die Konvergenz dieses Integrals (die entscheidend fir die Existenz der
Laplace-Transformierten ist) untersuchen wir jetzt.

F(s) =[ f(t) - eStdt =[ f(t) - e-®HoNdt =[ f(t) - e - cos(wt)dt —j [ f(t) - e~ - sin(wt)dt
0 0 0 0
Wegen

[ [f(t) - e« cos(t)|dt <[ [f(t)| - e~Stdlt
0 0
und

T If(t) - 79 « sin(wt)|dt ST If(t)| - e~dtdt
0 0

konvergieren offensichtlich beide Integrale (und damit das Laplace-Integral), wenn sich die
Funktion f(t) durch eine geeignete Exponentialfunktion abschatzen laRt:

If(t)| < ed furalle t > to.
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Die Konstante a bestimmt dann den Definitionsbereich der Laplace-Transformierten:

0 to o © ©
[ f(®)] - e7dtdt =] [f(t)] - e St +[ [f(t)| - e™dt < M +[ e . edtdt = M +[ e@ it
0 0

to to to

“M+—L_ e M+ L1 _. (Iim g@dt —e(”)tO) < o fira<d.
a-»o to a-90 \4ow
Zusammenfassung:
1.) Fast alle praktisch wichtigen Funktionen lassen sich durch eine geeignete e-Funktion
abschatzen:  [f(t)|< ed.

2.) Diese besitzen dann eine Laplace-Transformierte F(s) =[ f(t) - e~td.
0

3.) Diese Laplace-Transformierte ist eine Funktion einer komplexen Verénderlichen
S=0+]jo.
4.) Der Definitionsbereich dieser L —Transformierten ist die komplexe Halbebene

O = Re(s) > a.

Streng genommen musste man bei den Umformungen beachten, dass es sich bei s um eine
komplexe Variable handelt. In manchen Bichern wird darauf tiberhaupt nicht hingewiesen.

Der Formalismus funktioniert trotzdem, ist aber mathematisch nicht begriindet.

Genau wie bei der Fourier-Transformation geht man im praktischen Umgang so vor, dass
man flr einige wichtige Funktionen die zugehorigen Laplace-Transformierten in einer
sogenannten Korrespondenztabelle zusammenfasst. Solche Korrespondenztabellen findet
man in nahezu allen Formelsammlungen. Fir daraus abgeleitete Funktionen verwendet man

die Gesetze, die denen der Fourier-Transformation sehr ahnlich sind:
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Originalbereich Bildbereich
a-f)+PB-g) | > |a-F(©S)+p-G(S) Linearitat
. 1 s
fa-t) — a F(Z), a>0
f(t —to) — | e < F(s) Verschiebungssatz
e~ . f(t) — | F(s+a) Dampfungssatz
f(t) = g(t) — | F(s) - G(s) Faltungssatz
f(t) — | s" « F(s) — s"f(0) — s"2f/(0) —...—f™D(0) | Differentiationssatz
t
[ f(v)dt — % - F(s) Integrationssatz
0
n
t" . (1) — (—1)”% Multiplikationssatz
f(Tt) — [ F(u)du Divisionssatz
S

Ricktransformationen - sofern sie berhaupt eine Rolle spielen - werden ausschlief3lich
uber die Korrespondenztabelle und obige Gesetze durchgefiihrt. Dabei ist wiederum sehr
héufig die Zerlegung einer gebrochenen rationalen Funktion in ihre Partialbriiche

erforderlich.
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