A Ubungsaufgaben Algebra

AVA
University of Applied Sciences Jena Prof. Dr. Griitzmann, Fachbereich GW

1.1 Formen Sie die folgenden Dezimalbriiche in gemeine Briiche um!
1,234 145,99 0,9

1.2 Berechnen Sie die folgenden Summen!

N+3

a) 22: 2k+1) b) ZA: 2u8 c) 22:(2r)3 d) 26:3 e) > (2N —m)
k=-3 u=0 r=0 i=2 m=N

1.3 Berechnen Sie die folgenden Produkte!

16

TG +1) b) T] K’ c) 8! d) 10!
j=2

1.4 Losen Sie die Klammern auf und vereinfachen Siel

a)(1lp+29)-(Bp-7q) b)3@+b+c)-5@a+hb)-2(b-c-a)
o) x® — (x¥ - (x%)?) d) 20m — [(4m + 2n) + (6m — n)]

1.5 Multiplizieren Sie aus und vereinfachen Sie folgende Ausdriicke!
a) (5u—(2u-3)(u—-(1-u) b)(@a+4)a-2)—-(a+2)(a-1)
C) X3 —y® — (X = Y)(X* + Xy +y?) d) 3x — (X — 2)(—=2x — 1)
1.6 Wenden Sie die binomischen Formeln an und vereinfachen Sie nach Mdglichkeit!
a) (—a—b)@a-"h) b) (4a% - 3)(4a%? + 3) — (3a—4)%? + (5a + 1)?
1.7 Klammern Sie gemeinsame Faktoren aus!
a) 2u(u +Vv) — (u—=Vv)(u+Vv) b) 192x2y? + 216x3y — 144xy?
1.8 Zerlegen Sie unter Verwendung binomischer Formeln folgende Summen in Faktoren!
a) 196x% — 169y?>  b) (2m-n)? —(n+2m)?>  ¢) —25x2 — 100y* + 100xy?

1.9 Kiirzen Sie soweit wie moglich!

a) 2042’b% p) 5=2) ) 285 — 288y
255ab2c? 5X — 2 432(y? — x?)

1.10 Fassen Sie zu einem Bruch zusammen!

o _ 2z 2x—3 _ _3-4x
A 22 D) D) xx+ )7
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1.11 Setzen Sie den Ausdruck A in den Ausdruck B ein und vereinfachen Sie!

A B
a) [ x=y+1 x-—xy

b) y:%—l X — Xy

1.13 Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke so weit wie mdglich! Wie missen die
auftretenden GroRen beschaffen sein, damit die Terme erklart sind?

a) 23 — (=2)% — (-2)* + (-2)3 b) (=x)* + (-2a)* — 2a* + (=3x)*
c)18(a—-1)°*-3(1-a)*-16(a—-1)>-4(1-a)®>+3(1 -a)®
1.14 Stellen Sie in der Wurzelschreibweise dar!
3 2 4
a)x 4 b) (32a5h10) 5 0) (+)® d) 909 e) a 0%

1.15 Man schreibe die Terme ohne Wurzelzeichen!

atya®hb
a) [X.[XJX b) ——— C) 4xy3 « §x3
),/,/J‘ ) /b ) §xy® - gx3y

1.16 Man vereinfache!

3 3
a) ({2 ) 2 b) 43ab? - (¥27a2b% ) 2
1.17 Man schreibe die Ausdriicke ohne Bruchstrich und ohne Wurzelzeichen!
2) 8xya2b’ b) Ja-ib 0 ab/C
4abt5x2y3 ya - Jb Jabc
1.18 Losen Sie folgende Gleichungen nach x auf!
2X+1 |, 3x+1 |, 5x+1 _ 1 _a
a) 5 Tt g =1 b) x +a=x+1
C) (X+1)(x+a)+b = 2a+(X+2)(X+b) -1 1
2 6 2. %
3

1.19 Losen Sie folgende Formeln nach den angegebenen Grofien auf!
a)s = vot— %gt2 nach vo und g b)v = % nach s; und t;
C) Epot = mg(h2 —h1) nach h; und hy

1.20 Bestimmen Sie die Lésungsmengen der folgenden Ungleichungen!

2X+1 , 3x+1 , bx+1 3 1 1
a) 5 + 7 + 3 <1 b)2 6<—;+%
3

1.21 Losen Sie folgende Gleichungen!
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2 —14 = 3)(x-1) -5
a)xc+5x-14 =0 b)(x+ 4)(x 4) = 16
C) 24x2 + 27 = 54x d) (2x—3)*> —(x—5)? = 80

1.22 Geben sie alle reellen Lsungen an!
a) (X2 —5)% + (x2 = 1)? = 40 b) (x2 — 10)(x2 — 3) = 78
1.23 Bestimmen Sie die Losungsmenge folgender Gleichungen und Ungleichungen!
_3| = 2&x+4 | _
a)[x—3/ =5 b)‘ Xt | =1
c)x-2|<3 d) [3x = 5] > 2|x + 2|
1.24 Losen Sie folgende Wurzelgleichungen!

Q) VyX+6 + /X +1=0 b)9y5x+2 =25+45x + 2
Q) WX—-1+x+8 =9 d)BX-1D?+@4/X -7)? = (5/X —6)?

1.25: Berechnen Sie den Betrag und das Argument der komplexen Zahl z!
az=j+1 D)z =43 +] c)z:—%+%ﬁj

1.26: Bringen Sie die komplexen Ausdriicke in die Form a + bj .
_ 3+2] — 5+] 6+ 3j

21 =2+3)PG-)), Z2 T—j 3_2+3j+4—3j
1.27: Wandeln Sie in die arithmetische Form um !
71 = 4(c0s120° + jsin120°) ;=42 - (cos?TTE +jsin%‘)

1.28: Bringen Sie die komplexen Zahlen z; = 2j, z; = —1 —j in die trigonometrische und in
die exponentielle Darstellungsform !

1.29: Losen Sie die Gleichung z2 + 5 = 12j !

1.30: Von der komplexen Zahl z bestimme man den Real- und Imaginérteil!

1 _3+72j B =\
Az = ris byz= 77 c)z_(zee )
> 3 . L )
2.1: Man stelle den Vektor c= . als Linearkombination der beiden Vektoren

N 2 - 1
a= ( A ) und b= ( . ) dar! Veranschaulichen Sie sich den Sachverhalt auch an einer

Skizzel

2.2: Man bilde rechnerisch und graphisch die Summe und die Differenz der Vektoren
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(2)s(2)

-3
2.3: Fir die Vektoren @ = 2 ,B = 1 sind zu berechnen:
-2 2

a) die Einheitsvektoren 8, und 8,  b) die Projektionsvektoren b, und @ !

2.4: Im Punkt D(1; 3;-1) ist ein Haken befestigt, von dem aus drei Stahlseile nach den Punkten
A(2;1;1), B(-7;4;3) und C(-1;9;2) gespannt sind. Die Zugkréfte in den Seilen haben folgende
Betrage:

Fa = 21000N, Fs = 9000N, Fc = 14000N.
Berechnen Sie die in D angreifende Gesamtkraft (Komponenten und Betrag)!

2.5: Durch zwei Vektoren wird ein Dreieck aufgespannt, indem man sie durch Pfeile mit
demselben Anfangspunkt reprasentiert und deren Endpunkte miteinander verbindet. Fir das auf
diese Weise durch

-3

|
Il
ol
Il

2 |,
-2 2
aufgespannte Dreieck berechne man
a) die Lange der drei Seiten a, b, ¢ (Bezeichnung entspricht den Vektoren),
b) die Seitenhalbierende sp ,
c) den Winkel y zwischen a und b, d) den Flacheninhalt!

2.6: Eine Kraft F der GroRe |IE| = 6 N bewege einen punktférmigen Korper von P1(2,-2,1)

nach P»(3,4,5), gemessen in m (Meter). F besitze die Richtung des Vektors ¥ = (-1,3,2)7 .
Welche Arbeit W verrichtet F ?

2.7: Ein Gerist, bestehend aus zwei geraden, unterschiedlich langen und im Punkt A(3;5)
verbundenen Balken, trage in A eine Last von 2700 N. Die beiden Balken sollen in den Punkten
P(1;1) und Q(4;-2) stufenformig aufliegen.
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T

Welchen Druckkraften sind die beiden Balkenquerschnitte ausgesetzt?

Wie grol} sind die senkrecht gerichteten Auf lagedruckkréfte sowie die waagerecht wirkenden

Seitendrticke in den Auflagepunkten der (gewichtslos gedachten) Balken?

2.8: Stellen Sie folgende Vektoren in der Form @ = a. « €4, Mit [€a] = 1 dar.

3
ad=| 1 |, b=| 4 |, bd=¢-28 +5, b=-& 108

-2

2.10: Bilden Sie mit den VVektoren

2
3= Cb=| -1 | 2=
—6 2
die folgenden Vektorprodukte:
a)axDb b) @ - b) x (32)
10 6 9
2.11: Gegeben sind die Vektorend = | 14 |, b= 5 |, =] vy
2 -2 z

Wie miissen y und z bestimmt werden, damit ¢ orthogonal zu & und b ist.

2.12: Liegen die Vektoren b, € in einer gemeinsamen Ebene?
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-3 -2 -1
a = 4 ’ B = 3 y 6 = 3
0 5 25

2.13: Die beiden Ebenen E; : x—3y+3z=-2 und E; : 3x+ 2y +z =5 schneiden sich in
einer Geraden, deren Gleichung (in Parameterform) zu bestimmen ist.

2.14: Unter Zugrundelegung eines kartesischen Bezugssytems sind im R® zwei Punkte
P1(-1,2,-1), P2(1,3,2), sowie eine Gerade g mit der Parametergleichung

X -3 3
y | = 3 +t| -1 |, tistbeliebig reell, gegeben.
z 1 2

P3 sei derjenige Punkt auf g, fir den das Dreieck mit den Eckpunkten P,P2,P3 minimalen
Flacheninhalt hat.
Wie lauten die Koordinaten von P3 € g und wie grof3 ist der Inhalt des flachenkleinsten
Dreiecks?

2.15: Die Punkte P1(0,0,1) , P2(1,-1,0) und P3(-2,1,1) spannen eine Ebene E auf. Geben Sie
E in der Form a;x; +axxz + asxs = b an und bestimmen Sie den Abstand g des Punktes
Q(4,5, 3) von dieser Ebene!

3.1: Losen Sie die folgenden homogenen linearen Gleichungssysteme:

AX1+2X2+3X3=0 X1 +X2=0 2% +5x3=0

-2 14 3 X1 0
1 240 X 0

b) . 2 _
0 251 X3 0
101 X4 0

3.2: Losen Sie die linearen Gleichungssysteme:

a) 2X1 + X2 — x3 = 0 b) 3x1 — X2 + 2x3 — 7=0
3X1 — X2 + 2X3 = 17 2X1 + 2X» + 2=0
X1 + 2X2 + X3 = -9 X1 + 5% + 4x3 - 7=0
C) 2u; — U, + U3 + 2us = 5
) 2w 2 ? : d) 26 — X + 3 = 6
-2U; — Uz + 2u3 — Uz = -9
—3X1 + 2X2 - X3 = -4
qu, - 2U2 + Uz -— 2U4 = —7
3X1 + 3X2 + 2X3 = 3
Up + Uy — 2uz + 3us = 14
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e) 2x1 + X2 + X3 = -1,5 f) 05¢¢ — X2 + x3 = -0,5

2X2 - X3 = 7 2X1 + 1,5X2 = 1
X1 + X2 + 2x3 = 4,5 -0,5%1 + 2X» — X3 = 2,5
g X1 + 2% — 2Xx3 = -6 h) 2x1 — X2 + X3 =
X1 + X2 + 2X3 = 9 -2X2 + 2Xx3 = 0
3X1 + 33Xy — 6x3 = 21 4K, + X — X3 = 8

3.3: Zeigen Sie, dass das homogene lineare (3, 3) - System

-2 1 1 X1
1 21 |l Xz =
1 1 -2 X3

nichttriviale Losungen besitzt. Wie lauten die Losungen?

3.4: Fur welche reellen Werte des Parameters besitzt das homogene lineare Gleichungssystem
nichttriviale Lésungen?

a)/ 1 x \ (o0

\ 1 i y 0
(2420 0 0 X1 0
y| © 2720 0 x2 |_| o
1 -2 - -1 X3 0
L2 4 1 X4 0

3.5: Berechnen Sie die Linearkombination x = A;a® + A,a®@ !

(2 3\
a)a® = s a® = g miti; = 2und A, = -3
\

[ 2 0
b) a® = 0 a® = -2 miti, = Ap = -1
\ -1 3

c) a(l)Tz( 30 -2 ) a<2)T=( 420 ) mit A1 = —0,2 und A, = —0,3
3.6: Das lineare Gleichungssystem

X1—2X2+3X3 =4
3X1+Xo—5x3 =5
2X1 —3Xo +4X3 =7
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hat u.a. die Loésung: x® = (2,-1,0)" ,x@ = (3,1,1)7

a) Uberzeugen Sie sich davon durch eine Einsetzprobe!

b) Geben Sie, ohne das System zu I6sen, mindestens 2 weitere L6sungen an!

c¢) Nennen Sie eine nichttriviale Lésung des zugehdrigen homogenen Gleichungssystems!

4.1: Gegeben sind die Matrizen A3, Baa, Cas3 und D3,. Welche der folgenden Ausdriicke
sind erklart und welches Format hat in diesen Fallen die Ergebnismatrix?

a)A+B b)A+3DT c) ABC d) BAD e) CAA+DT)
4.2: Mit den Matrizen

3 0 5
210 -3 2 4
312 2 0 -1

1 -10

ist zu berechnen:
aQ)2A+3B  b)B-2A  C)ABT d)BAT  e)(A+B)C

4.3: Berechnen Sie unter der Verwendung des Falk- Schemas die Matrizenprodukte
A-A=A2 A-B, B-AundB-B = B? (soweit diese Uiberhaupt existieren) fir:

4 1
3 4 2 1 53
1237 11
ayA=| 153 |[,B=| 210 b) A = , B =
0201 0 -2
010 -4 0 3
13

Zeigen Sie ferner anhand dieser Beispiele, dassi.a. A-B = B -Aist.

5.1: Von welchen der folgenden Matrizen l&sst sich eine Determinante berechnen? Fiihren Sie
die Berechnung durch!

3 05 3 1
2 1 -3 2 4

A= , B= ,C=1 1 21 |,D=| 4 2
31 2 0 -1

1 -10 1 -1

- : : COSX —sinx
5.2a) Berechnen Sie die Determinante der Matrix A = ) !
SinXx  COSX

b) Berechnen Sie AAT und ATA!

5.3: Welchen Wert besitzen die 3-reihigen Determinanten?

147 -2 8 2 3 4 -10
a)| 2 5 8 b)] 1 0 7 )| -7 4 1
369 4 31 0 2 8
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5.4: Fur welche reellen Parameter sind die Determinanten gleich Null?

1-A» 2 0
1-A 2

a
) 1 -2-A

5.5: Fir beliebige reelle Zahlen x, y, z hat die VANDERMOND’sche Determinante

1 x x?

1y y?
1 z 22

den Wert (x — y)(y — 2)(z — X). Beweisen Sie diese Aussage!

2 7 4

5.6: Man berechne samtliche Adjunkten zu den Elementen der Matrix F=| -3 1 0 [und
0 21

gebe die Inverse von F an!

5.7: Um eine in einer Matrix A zusammengefalte sensible Datenmenge bei einer DFU zu

schitzen, kann man statt dessen eine Matrix C = A - B (bertragen, wobei B eine nur dem
Absender und dem Empfanger bekannte reguldre Matrix ist.

5 4
. 2 1 . . . 0 2 . .
Mit B = ( 11 ) verschliissele man die Matrix A = 5 3 und entschlissele die
1 2
9 -6
beim Empfanger angekommene Matrix C = 3 0 !
-12
5.8: Berechnen Sie von der Matrix
-1 5 -3
A= 1 0 1
1 -4 3
alle Eigenwerte und die zugehdrigen Eigenvektoren!
Kurz-Losungen
114234 14599 4 122)0 b)200 ¢)72 d)15 e)4N-6

1000 100
13a)360 b)0 c)40320 d)3.628.800
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14 a)1lp+9q b)-4b+5c c)x® d)10m-n
1.5 a)6u®+3u—-3 b)a-6 c)0 d)2x>-2
1.6 a)-a%+b? b)16a*+16a’+34a-24 1.7 a) (u+Vv)? Db) 24xy(8xy + 9x2 — 6Y)

1.8 a) (14x — 13y)(14x +13y)  b) -8mn c) — 25(x — 2y?)?

4ab S(x—2) 2 15b — 8a 6x2 — 4x — 3
19 a) o o2 b) B> C) 3% 1Y) 1.10 a) 20ab b) XZx 1 1)°
1.11 a)1-y? b)2x-1
1.13a)-8  b)82x*+14a* c¢)6(a-1)°
1 b)4a%b* ¢) yx d) 99® g 1L

z 25 1 3 1 15 13 1 23
1.15a) x 8 b)aé b2 C)x4y1 1.16a)a 2 b)31wa 8b16

1.14 a)

1 1 1 1
1.17a) 2xly2ab® b)aeb 6 c)(ab)2c 2
1.18 a) % b)x =1fallsa # 1, x = 0 beliebig, fallsa =1

_a+b _h_
b1 falls a-b-1+0
)X =< beliebig falls a= L undb=-1 d)x =12

keine Losung falls a—b—-1=0unda+b=0

119 a) V() = %(54_ %gtz) g — 2 VOEZ—S

b)81 =S, —V(ta—t1) t; = Vt2+5+82
E E
¢)h1 = h2 ~ g hy = he + g
120a)x < 1—19 b) L = (~0,—2) U [12,00)
121 ayx1=2%x2=-7 b)yxi=+4,x2=-1 1.22 a) X1 = 7 X2 = =7
C)X1=%,X2=% d)X1=6,X2=—% b)X1:—4,X2:4

1.23 a) X1 =-2;X2 =8 b)x1 = -7;%2 = _%
¢) (-1,5) d) (o0, L) U (9, )
124a) b)& )17 d)49

1.253) |z| = J/2; arg(z) = 45° b)|z| = 2; arg(z) = 30° ¢)|z| = 1, arg(z) = 120°
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12621 =13+13) z2=1+3] 25=841]

1.27: 23 = -2+2J3] 22=ﬁ(cosﬂ—jsinﬂ):l—j
4 4
. . 51
1.28:2; = 2jsin% =22 Z; = 4/2(C0S225° +jsin225°) = J2¢e'™4

1.29:21 =2+3j,2,=-2-3]
ra)z =4 L -1 - _1
1.30:a)z = >~ 9l = Re(z) = 5> Im(z) = >

_ 5 _1; _5 -1
b)z—2 2] = Re(z)—z, Im(z) = >

C)z =-262144 = Re(z), Im(z)=0

—

21:¢=2.3+2.D

3 3
220 F+b= a-b=
3 5
0,33 -0,80
2.33) €a = 0,67 |, € = 0,27
0,67 0,53
1,07 -0,56
b)ds=| -0,36 |, ba=]| -1,11
-0,71 1,11
2.4
7000 —8000 —4000
- - -
Fa=| -14000 [N, Fg=| 1000 [N, Fc=| 12000 |N
14000 4000 6000
~5000
e A I .
= F = Fa+Fg+Fc=| -1000 |N, |F|=24536 N
24000
25a)a =3 b=237 c=5,7
. -2,5
s=Llp-73=| _
b) Sp = 2b a 1,5
3
sp = [So| = 4,2
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)y =116,5° d)A = %ab-siny:0,5-3-3,7-0,89 ~5

26:W=6-,53 . 25 Nm = 40,1 Nm

J53 - /14
~300 N N
2.7 E)| = 300 , ?“ = 300
~600 N ~2100 N
2 3
28 a)en=—21| 1 |, a=+21 Des=—L1| 4 | =89
) ea J21 ) ea /39
4 8
29:a) o =79,9° b)a=157,9°
2 2
2.10: a) 4 x| -1 |=| -14
-6 2 -9
-1 93
b)[ 5 |x| 6 |=| 9
-8 -6
2.11:y = 16, zZ=067
1 -9
212:Jal 213 7T =| 1 |+t| 8
0 11

2.14: Py = P3(0,2,3) , mit Anin = 342 FE

_4+42-5-3+1 49
J17i27i12
3.1 In beiden Fallen existiert nur die triviale Losung
3.2a) (3,-4,2)T  b)(0,-1,3)T  ¢)(1,2,-1,3)T  d)(0.5,-0.5,1.5)7
e) (-1,2.5,-2)T ) (-1,2,2)T
3.3: X1 = X2 = X3 = A, A eR
341 a)A1=1 ha=-1 b)hyy =2

13
3.58) x = 2a® + (-3)a?@ = ( 5 )

215:E:x+2y-z=-1 =4
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-2 -1,8
b) x = —-a® —a® = 2 C)X = -0,6
-2 0,4
2 3
3.6b)z.B.:x® =2.] -1 -1.( 1 =| -3
0 1 -1
2 3 0
X =3 -1 [-2-| 1 =| -5
0 1 -2
-1
¢) z.B.: Xpom = X —x@ = 2
-1
4.1a), c), d), e) nein b) (2,3)
-5 8 -12 -7 0 -4 -4 4
4.22) b) o)
12 2 1 -4 -2 -5 =15 4
-4 -15 -4 10 -2
d) e)
4 4 17 1 26
13 34 18 -21 10 12
43a)A2=| 8 32 17 B2=| -4 -9 -6
1 5 3 -16 -20 -3
-13 19 15 8 32 17
AB = =21 10 12 BA = -5 3 -1
-2 1 0 -12 -13 -8
4 10 12 29
13 18 1 4 3 8
b) AB = BA =
5 0 4 0 -2
1 8 3 10

5.1: det(A) = 1, det(C) = — 12

COSX —sin
5.2a) det(A) = | Co% TNX

sinx CosXx

= C0S%X + sin?x = 1
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10 10
b) AAT = ATA =
01 01

53: a)0 b) 264 c) 454
5.4: a) A= 1,562, Ao = —2,562 b) A= 1, Ao = 2, A3 = 3
5.6:

10 -3 0 -3 1
A1 = det =1, Ap = —det =3, Az = det = -6
01 0 1 0 2
7 4 2 4 2 7
Ay = —det = 1, Ay = det = 2, Az = —det =-4
2 1 01 0 2
7 4 2 4 2 7
Az = det = —4, Az —det = —12, Asz = det =23
10 -3 0 -3 1

T

1 3 -6 1 -1 4
Fi=d] 1 24 | = 321
4 -12 23 6 4 -23
14 1
2 -2
57:a9)C=A-B =
15 3
4 -1
- 1 7
byBt=1 ,A=C-Bt=| 1 1
3\ 1 2
-1 -10

5.8: rMm=1 Arx=-1 A3=2

A o=1 Ao = -1 A3 =2

X1 | X2 | X3 X1 | X2 | X3 X1 | X2 | X3
—2|5|-3/|-3/1| |0 /53 5-3 |-3|/5 -3/ -7/0
1/-11]/3|-1| |1/1/1/5/-3 |1 =21 2
1) -4 2 1) -4 4 1) -4 1
X = (=2,1,3)" x® = (-8,3,5)" x® = (=1,0,1)"
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